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200240 上 海 市 闵行 中 学 何 红 春 


高 二 理科 班 一 学 生 在 课 后 向 笔者 提出 这 样 
一 个 问题 : 物体 在 空中 竖 直 下 落 , 如 果 不 计 空气 
阻力 作 自 由 落体 运动 , 那么 物体 下 落 到 地 面 的 速 
度 是 v = V29h (其 中 g 是 重力 加 速度 , 及 是 物体 
距离 地 面 的 高 度 ). 如 果 有 空气 阻力 , 因 速 度 在 低 
于 音速 的 情况 下 , 空气 阻力 一 般 正比 于 速度 的 平 
方 , 他 问 物体 下 落 到 地 面 的 速度 如 何 计 算 ? 

1. 问题 表述 

物体 从 高 空 竖 直 下 落 时 , 除了 受到 地 球 重 力 
的 作用 , 还 受到 空气 阻力 的 作用 . 阻力 的 大 小 与 
物体 的 形状 和 运动 速度 有 关 , 假设 空气 阻力 正比 
于 速度 的 平方 , 即 = 及 .天 称 为 阻力 系数 . 
如 果 有 一 个 人 m 千 克 的 物体 从 离 地 屎 米 的 空中 坚 
直下 落 , 下 落 时 初速 度 为 0, 求 其 落地 时 的 速度 . 

2， 模 型 建立 

设 v(t)、a(t) 和 s(t 分别 表示 物体 下 落 t 秒 后 
的 速度 (单位 : 米 / 秒 )、 加 速度 (单位 : 米 / 秒 ?) 和 
距离 地 面 的 高 度 ( 单 位: 米 ). 如 图 1 所 示 , 由 牛顿 


第 二 定理 得 
mg— f= ma, k » dv 
gy -一 人 二 ? 
f 一 大 02 ， ny at 
一 — 
v(0) = 0 "= 
s(0) =h s(0)=h 
== 一 -= 命 tn 
人 
上 污 1o(t) 1 aft) 
At ut 全 s(t+At) 
i 地 面 .1....... 
图 1 
3， 模 型 求解 


若 要 求 得 落 到 地 面 的 时 间 , 不仅 需要 求 得 
v(t),， 还 要 求 得 sb， 这 实际 上 症 二 阶 微分 方程 


问题 , 高 中 生还 不 具有 解 这 个 方程 的 能 力 . 平时 
与 学 生 和 物理 教师 的 交流 中 获知 , 学 生 在 物理 学 
习 过 程 中 已 经 接触 了 一 些 近 似 求解 的 思想 方法 ， 
高 中 的 一 些 路 程 、 力 学 物理 问题 很 多 就 是 运用 
近似 (微分 ) 思想 求解 的 ， 考虑 到 高 二 数学 已 学 
习 了 算法 课程 和 scilab 数学 软件 , 笔者 决定 指导 
他 们 通过 近似 计算 求解 这 一 问题 . 

首先 将 微分 问题 转化 为 近似 问题 , 这 一 点 并 
不 困难 , 在 此 上 十 Ai 时 间 段 内 的 变 加 速 直 线 运 
动 问题 看 作 信 加 速 直 线 运 动 问题 , 当 At 一 0 时 ， 
即 为 上 述 微分 问题 , 而 取 At 为 较 小 值 时 即 为 近 
似 问题 . 上 上 述 微分 方程 可 近似 表示 为 万 程 : 

0 一 =v? 一 和 ee (1) 

因 在 [t,t 十 A 时 间 段 内 视 作 勾 加 速 直 线 运 
动 , 由 匀 加 速 直线 运动 公式 s = vot 十 Sat, 得 
这 一 时 间 段 内 的 位 移 

As = v(t) :At 

_ v(t+ At) + v(t 


由 方程 (D) (2) 得 
v(t + At) — v(t) 


s(t) g(t 4 AD)= + 人 + VW : At, 


由 方程 组 (3) 可 得 
v(t + At)=v(t) + ( -二 2(0) ) .At 
of 十 Ab 十 ob 
2 


1 v(t + At) — v(t) 
Ae (At)? 


Af. (2) 


(4) 
s(t+ At)=s(t) 一 .At. 
对 方程 (4), 依次 取 t = 0、 At、 2At、 3At、 
.. .nAt、..- 
iDv(0) = v0 = 0, v(At) = 1, v(2A¢t) = 
va, VNR At) = vn, 
s(0) 一 $0 三 用， s(At) 一 3S1， s(2A+t) 一 32， 
3S(2 .At 一 Sm 
方程 组 (4) 可 写成 如 下 递 推 数列 关系 : 


2012 年 第 5 期 


人 
(5 


Un 十 Un 二 1 
3m 十 1 一 Sm 一 To ' At. 


”时 , 物体 落 到 地 面 时 的 速度 

近似 为 vn+1 米 / 秒 , 落 到 地 面 所 需 的 近似 时 间 为 

T= (n+ 1).:At 秒 . - 

为 探求 结论 ， 指导 学 生 做 了 一 些 数 学 实验 ， 
进行 观察 : 

假设 , 物体 质量 m = 10 千 克 , 阻力 系数 约 为 
kk 二 0.5, 取 重 力 加 速度 9 = 9.80 米 / 秒 ?. 

考虑 到 后 面 需要 考察 在 下 落 过 程 中 任 一 时 
刻 的 速度 , 所 以 速度 w 和 下 落 高 度 s 都 设计 成 数 
组 变量 . 

实验 @@” 先 取 距 离 地 面 高 度 h = 1500 米 ， 
分 别 取 At = 1 秒 、0.1 秒 、0.01 秒 、0.001 秒 , 比较 
物体 落 到 地 面 时 的 速度 偏差 程度 和 计算 次 数 情 
况 . 应 用 scilab5.0 数 学 软件 计算 此 问题 , 计算 结 
果 见 表 1. 


赴 降 落 到 地 面 | 降落 到 地 面 所 和 需 |、 

的 吉庆 

1| 1 

0.01 

14 

结论 : 在 At 较 小 时 , 物体 降落 到 地 面 的 速度 

v、 时 间 工 相差 不 大 ; 而 计算 次 数 大 约 按 10 倍 关 

系 ( 与 时 间 At 成 倒数 关系 ) 在 增长 , 所 以 如 果 精 

度 要 求 不 是 很 高 , 计算 量 要 求 较 少 的 情况 下 , 不 
妨 取 At = 0.01. 

实验 @ ”分 别 取 不 同 的 高 度 h = 15 米 、50 

洲 、150 米 、1500 米 、15000 米 , At = 0.01 秒 , 比 

较 物 体 落 到 地 面 时 的 速度 和 下 落 时 间 等 情况 , 计 

算 结果 见 表 2. 





表 2 
距离 地 面 的 高 度 及 接近 地 面 的 下 落 速 庶 v| 下 落 时 间 亲 


12.368418 


13.95444 


15.9544 | 456 | 
13.999998 
15000 


结论 : 在 一 定 的 高 度 下 , 物体 落 到 地 面 的 速 
度 是 一 个 常数 , 也 就 是 说 , 从 一 定 的 高 度 开始 , 物 
体 开始 匀速 下 落 . 

实验 @ ”我 们 作出 在 不 同 高 度 (以 50 米 、 
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1500 米 为 例 ) 的 v(), s(t) 图 像 (如 图 2) 进 行 观察 ， 
由 此 可 猜想 , v(t) 是 增 函 数 , 最 终 下 落 速 度 将 趋 
向 于 一 极限 速度 ， 也 就 是 lim w(t) = Vmax. s(t) 
趋 问 于 一 线性 函数 ， 


00510832032303540d4t 0 20 40 60 30 100 谦 


及 1500 
30 1000 


15 SO0 


5 05 10 15 20 25 30 35 42045t 0 20 40 560D 80 100 t 
h=50 h=1500 
2 
分 析 上 述 现象 , 当 物 体 从 空中 开始 下 洲 的 时 
候 , v 很 小 , 7 很 小 , mg > 户 随 着 物体 逐渐 加 速 ， 
v 增 加 , 了 增加 , 最 终 会 达到 mg = f 二 kv? 的 平 
衡 , 物体 开始 匀速 下 落 ， 解 得 v = V 踢 ， 此 时 


吉庆 "达到 最 大 . 记 wmex = /7 我们 不 纺 将 
达到 平衡 时 的 速度 称 为 终极 速度 , 此 速度 与 高 度 
无 关 , 当 m = 二 10、g = 9.8、k = 0.5, 计算 得 
Vmax = 14. 

由 表 2 可知, 在 一 定 的 高 度 下 , 如 由 150 米 、 
1500 米 等 高 处 下 落 , 大 约 经 过 5、6 秒 后 物体 已 接 
近 终 极速 度 下 落 , 在 下 落 过 程 中 实际 已 处 于 匀速 
状态 . 当然 , 不 同 质量 的 物体 和 不 同 的 阻力 系数 ， 
这 一 数值 会 改变 , 但 下 落 情 况 类 似 , 其 终极 速度 
是 /加 

k 

实验 @ “鉴于 学 生 对 计算 求解 的 结论 还 处 
于 将 信 将 疑 的 状态 中 , 我 设法 解 出 这 一 微分 方程 ， 
让 学 生 将 计算 模拟 结果 与 理论 计算 结果 做 对 比 ， 
增强 学 生 对 计算 思想 方法 的 理解 与 认识 . 

通过 求解 此 模型 的 微分 方程 , 可 知 


_ /my 一 rt 
v(t) 1+) (t>0)…… (*) 


是 增 函数 , 且 Jlim,v(t) = 1/ 2， 


表 3 是 1500 米 高 度 物 体 下 落 时 在 1~9 秒 时 
(下 转 第 5-40 页 ) 
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让 “灵感 "和 “好 奇 心 "为 探究 性 教学 活动 导航 


314200 浙江 省 平湖 市 当 湖 高 级 中 学 李 俊 明 


自从 探究 性 学 习 活 动 被 引进 高 中 课堂 后 , 已 
逐渐 受到 广大 教师 的 重视 . 但 无 论 是 教师 选择 的 
探究 性 课题 , 还 是 教材 给 出 的 探究 性 问题 , 都 是 
直接 把 问题 地 给 学 生 , 然后 采用 教师 引导 学 生 探 
究 或 师 生 合作 共同 探究 的 方式 完成 . 这 样 的 探究 
性 学 习 活 动 , 其 优点 是 探究 过 程 的 可 控 性 强 , 便 
于 教师 引导 和 驾驭 ; 缺点 是 由 于 问题 不 是 学 生 自 
己 发 现 和 提出 的 , 活动 过 程 中 学 生 的 主体 地 位 体 
现 不 足 , 不 能 够 很 好 地 实现 培养 学 生 创 新 能 力 之 
目的 . 

笔者 在 日 常 教学 活动 中 发 现 , 知 以 学 生 侦 发 
的 “灵感 ”和 “好 奇 心 /所 引出 的 问题 为 探究 对 象 ， 
则 会 使 探究 性 学 习 活 动 收 到 和 更 佳 的 效果 , 下 面 通 
过 一 个 教学 实例 谈 谈 自己 的 体会 . 

问题 1 如 图 1, 已 知 点 P(a, 世 在 圆 O : xz? 十 
22 一 72 内, 点 4、B 在 圆 上 , 且 P4 上 PB, 求 矩 
形 4PBQ 的 顶点 @ 的 轨迹 

在 圆锥 曲线 求 轨迹 方程 的 复习 课 上 , 笔者 选 
择 了 此 题 作 为 第 一 道 例题 , 经 过 师 生 共同 分 析 后 ， 
笔者 板书 了 求解 过 程 : 

解 : 设 Q(z, y)、 A(z1 ? ZI 小 已 (Z2， V2)， 

由 已 知 可 得 





2 十 2 = 72, 和 (1) 
2Z2 十 ?1 一 72， Wanstead aioe (2) 
T1 十 Yo Q 十 2 
= 3 
上 2 一 和 二， (3) 
ty Oty 


(XZ1—Q)(X2—a)+ (gn —0)(y2—b)=0..…. (5) 
(5) 式 整理 得 Zz122 一 Q(X1 十 X22) 十 Q2 十 Y192 一 
b(yi + y2)+ b=0, 
:将 (3)、(4) 式 代入 上 式 得 
:Zz1T2 十 yiYy2 = Ar + by (6) 
(1) + (2) 配方 得 (zx 二 22)? 十 (yi 十 Y2)? 一 
272 十 27x172 + 2y1Y2, 
将 (3)、(4)、(6) 式 代入 此 式 整 理 得 z2 十 y? = 


272 一 (a? 十 2), 所 求 轨迹 是 以 原点 为 圆心, 以 
V/ 3173 二 (05 十 死 ) 为 半径 长 的 圆 . 
vy 





图 1 


至 此 , 问题 1 已 经 得 到 圆满 解决 , 为 了 加 深 
学 生 对 解析 法 的 认识 , 笔者 又 出 示 了 一 道 练习 题 
让 学 生 练 习 , 在 巡视 时 发 现 有 两 位 同学 并 没有 做 
笔者 布置 的 练习 题 , 而 在 讨论 刚才 的 例题 

于 是 笔者 问 道 : “出 才 的 例题 你 们 哪儿 还 不 
懂 ?” 

生 : 懂 是 懂 了 , 我 们 就 是 对 所 求 出 的 轨迹 有 
点 好 奇 , 它 怎么 会 是 一 个 与 已 知 圆 同心 的 圆 呢 ? 
而 且 , 车 改 变 点 P(a,5b) 的 位 置 , 只 要 它 到 原点 的 
距离 不 变 , 点 @ 的 轨迹 就 不 变 , 真 奇妙 , 于 是 我 们 
俩 在 讨论 有 什么 内 在 的 几何 性 质 呢 ? 

笔者 听 到 这 里 心里 为 之 一 额 , 兴奋 于 孩子 们 
的 好 奇 心 和 强烈 的 探究 欲望 , 其 愧 于 自己 对 这 一 
问题 的 草草 了 结 ， 于 是 笔者 开始 了 下 面 的 教学 
活动 : 

师 : 同学 们 完成 练习 了 吗 ? 

生 : 完成 了 . 

师 : 通过 例题 的 学 习 和 练习 我 们 再 次 认识 和 
体验 了 坐标 法 的 重要 意义 , 并 进一步 熟悉 了 求 轨 
迹 方 程 的 基本 步骤 一 建 系 (需要 时 )、 设 点 、 列 
式 、 化 简 . 坐标 法 将 代数 的 方法 系统 地 应 用 于 几 
何 命题 的 求解 与 证 明 , 将 沼 " 和 “ 形 "紧密 地 结合 
在 了 一 起 , 这 也 正 是 解析 几何 的 核心 思想 . 刚才 


2012 年 第 5 期 


我 们 在 做 练习 的 时 候 , 有 两 位 同学 一 直 在 思考 例 
题 的 结论 , 他 们 惊讶 于 所 求 轨迹 是 和 已 知 圆 同心 
的 一 个 圆 , 而 且 这 个 圆 只 与 点 P(a,b) 到 原点 的 
距离 有 关 , 即 当 点 己 在 以 原点 为 圆心 的 圆 上 运动 
时 , 点 名 轨迹 不 变 , 好 奇 心 促 使 他 们 去 探寻 该 问 
题 的 几何 意义 , 非常 好 , 下 面 我 们 大 家 一 起 来 探 
究 他 们 的 发 现 . 

当 我 们 要 解决 的 问题 与 圆 和 圆 的 弦 相 关 时 ， 
我 们 经 常 关注 的 几何 性 原 是 什么 ? 

生 : 垂 径 定理 . 

师 : 对 ， 那 我 们 为 了 研究 该 同 是 中 蕴含 的 几 
何 性 质 , 应 该 做 什么 ? 

生 : 延长 4P、BP 交 圆 于 点 4A、B', 分 别 连 结 
圆 心 O 和 弦 A4' 和 BB' 的 中 点 EF, 则 OE 1 
44',OF 1 BB' (如 图 2). 

Y 





师 : 我 们 从 图 中 能 找到 什么 关系 式 呢 ? 

生 : 设 O8 = di,OF = dz, 则 有 十 果 = 
IOP|2 = a2 十 刀 为 常数 . 

师 : 很 好 , 还 有 其 他 关系 式 吗 ? 

生 : 延长 @4 和 OF 交 于 点 瑟 , 也 得 到 一 个 直 
角 三 角形 ,所 以 IlOQ@|? = IO 十 | 

还 有 |OH|? = I04j? ~ |AH|I2 = r?— < 
IQHI = |BP2 = |0BP -|IOFP = ?一 鹃 . 这 
样 , 由 上 述 关 系 式 可 得 |OQ|? = |OHP? +|Q8P 
二 272 一 (2 十 已), 即 点 Q@ 到 原点 的 距离 不 变 ， 
其 轨迹 方程 是 : 2 十 欠 = 27?2 一 (a? 十 如 ), 而 
且 从 方程 还 可 以 看 出 , 当 点 书 到 原点 的 距离 在 
区 间 [0, V27) 内 变化 时 , 点 @ 的 轨迹 都 是 圆 ， 当 
IPO| = V2r 时 , 点 纺 的 轨迹 收缩 为 原点 . 

师 : 非常 好 , 首先 我 们 要 感谢 发 现 问题 的 两 
位 同学 , 由 于 他 们 对 结论 的 好 奇 , 引发 了 要 探 个 
究竟 的 热情 , 从 而 给 我 们 提供 了 一 次 有 价值 的 探 
究 活 动 . 同时 也 启发 我 们 , 题目 解答 完毕 以 后 留 
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一 双 慧 眼 , 回 过 头 来 再 看 一 看 我 们 的 解答 过 程 和 
结论 , 是 否 有 新 的 发 现 , 比如 解答 方法 是 否 新 颖 、 
所 得 结论 是 否 优美 或 是 否 具有 一 般 性 等 , 即 要 状 
成 解 题 反思 的 好 习惯 

至 此 , 同学 们 从 圆 的 几何 性 质 出 发 , 成 功 控 
究 出 了 轨迹 方程, 发 现 问题 的 两 位 同学 受到 老师 
的 表扬 , 兴奋 之 情 溢于言表 . 就 在 同学 们 还 处 在 
兴奋 之 时 , 有 一 位 同学 突 发 奇想 : 老师 , 那 要 是 
将 已 知 条 件 中 的 圆 变 为 酉 圆 , 其 他 条 件 不 变 , 点 
@ 的 轨迹 会 不 会 也 变 成 酉 圆 呢 ? 听 到 这 里 , 受 刚 
才 喜 悦 心情 的 鼓舞 , 同学 们 的 探究 热情 又 被 调动 
起 来 . 说 心里 话 笔者 之 前 也 没有 研究 过 这 一 问 
题 , 但 看 到 同学 们 联 取 欲 试 的 高 涨 热 情 , 笔者 也 
索性 放 开 , 和 大 家 一 起 再 来 探讨 


。 
问题 2 如 图 3, 已 知 点 (m,n) 在 椭圆 太 十 
2 
号 = 1(a > b > 0) 内 , 点 4、B 在 椭圆 上 , 且 


PA 1 上 PB, 则 和 矩形 A4PBQ 的 顶点 外 的 轨迹 是 
椭圆 玛 ? 





3 . 
就 在 一 部 分 同学 还 在 忙 着 找 关系 式 的 时 候 ， 
有 两 位 同学 很 快 得 出 结论 : 点 @ 的 轨迹 不 是 椭圆 . 
师 : 你 们 是 坊 么 判断 出 来 的 ? 
生 : 我 们 按 要 求 作 了 几 个 矩形 后 描 点 连 线 ， 
发 现 点 @ 的 轨迹 如 图 4 所 示 , 显然 不 是 椭圆. 





4 
师 : 很 好 , 他 们 通过 描 点 作 图 得 出 轨迹 不 是 
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椭圆 . 

当 看 到 点 @ 的 轨迹 不 是 椭圆 , 同学 们 都 有 点 
儿 失 望 , 那些 试图 通过 建立 关系 式 求 轨迹 方程 的 
同学 也 放弃 了 继续 求解 . 就 在 大 多 数 同 学 处 于 沉 
默 的 时 候 , 一 位 同学 突然 提出 : 那 能 不 能 再 改变 
一 下 P44 与 PB 所 成 的 角 , 作 平 行 四 边 形 APBQ@， 
从 而 使 点 @ 的 轨迹 成 为 椭圆 呢 ? 

此 话 一 出 , 同学 们 的 热情 再 次 被 点 燃 , 看 到 
同学 们 如 此 渴望 得 到 一 个 完美 的 椭圆 轨迹 , 笔者 
也 一 同 被 感染 , 于 是 又 开始 了 新 的 探究 . 

师 : 既然 想到 要 改变 人 4PB 大 小 ,那么 如 何 
改 ? 依 据 是 什么 ?请 同学 们 类 比 问题 1 认真 思考 . 

生 : 在 圆 中 4P 刀 是 直角 , 而 圆 的 直径 所 对 
的 圆周 角 是 直角 , 我 从 这 一 联系 中 想到 可 否 研 究 
一 下 过 椭圆 中 心 的 弦 所 对 的 椭圆 周 角 的 性 质 , 从 
而 找到 椭圆 中 与 <4PB 的 关联 关系 呢 ? 

师 : 想法 很 好 , 我 们 来 探究 一 下 过 椭圆 中 心 
的 弦 所 对 的 椭 贺 周 角 有 何 性 质 (如 图 5), 首先 我 
们 确定 一 下 研究 方向 大 家 说 我 们 应 该 考虑 
ZAPB 的 什么 性 质 呢 ? 





生 : 在 圆 中 , 直径 所 对 的 圆周 角 是 定 值 直角 ， 
且 当 PA、PB 的 斜率 存在 时 , kp4 :kpB = 一 1 也 
为 定 值 , 所 以 在 椭圆 中 也 应 从 这 两 个 方面 考虑 . 

师 : 那 我 们 就 从 这 两 个 方面 来 考虑 L4PB 
是 定 值 吗 ? 

生 : 不 是 ! 

师 : 为 什么 ? 

生 : 改变 点 己 的 位 置 到 已 '， 
<AP'B (如 图 5). 

师 : 大 家 来 计算 一 下 kpA4 .kpB 是 否 为 定 值 . 

生 : 是 定 值 一 与， 

师 : 好 ， 我 们 看 一 下 他 的 推理 过 程 (实物 投影 
学 生 给 出 的 推理 过 程 如 下 ). 

如 图 5, 4B 是 椭圆 过 中 心 的 弦 , 设 A(z1, yi)， 
则 B( 一 x1, 一 要)，P(zo, yo) 是 椭 加 上 路 4、 已 外 


显然 ZAPB 关 





人 5 期 
加 Wo 一 儿 _ go 十 妇 ty 
一 ， KPB = . kpA: kpB = 
2Z0 一 01 化 一 
Yo YTY 十 YY 
Zoo wot wa 7， 因为 A(z1, V1)、 
| P(zo,yo) 两 点 在 椭 加 上 ， 元 芝 
vi Y1 
地 十 二 了 个 
2 
Z0 Yo _ 
二 十 证 = ] 四 
@ - @ 整 理 得 轨 一 筷 = 一 一 , 所 以 kp4 
2 bp2 
kpB = 2 了 一 多 


师 : 我 们 应 该 对 题目 进行 怎么 样 的 改编 呢 ? 
生 : 可 以 尝试 将 条 件 PA 1 PB 改 为 PA 与 


PB 的 斜率 乘积 是 一 旋 , 即将 题 上 


问题 3 已 知 点 了 (m,n) 是 椭 贺 二 
1{a > b> 0) 内 一 点 ， 点 个 B 在 梯 国 二 自 p4 


与 PB 的 斜率 习 积 是 一 -5, 求 平行 四 边 形 4PBQ 
的 顶点 乌 的 轨迹 . 

师 : 很 好 , 下 面 我 们 一 起 来 探究 一 下 , 改编 后 
点 驴 的 轨迹 会 不 会 如 大 家 所 愿 是 椭圆 呢 ? 

很 快 , 学 生 类 比 问题 1 的 解法 得 到 了 问题 3 
的 答案 : 

生 : 如 图 6, 设 @(z,)、A(7z1, 1)、B(zx2,y2)， 








则 由 已 知 可 得 
于 + 妆 一 1 a (1) 
蝇 | 经 一 1 ee (2) 
2 ER (3) 
名 本 (4) 
nn pn 
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(5) 式 整理 得 
D2clza2 一 b2m(z1 十 Z2) 十 b27m2 十 Q2Yy1Y2 一 

on(Y 十 ga) 十 a2p2 = 0， 
将 (3)、(4) 式 代入 上 式 得 
22zizZ2 十 C2213o2 = bmx 十 a2ny, (6) 
(1) 十 (2) 整理 得 
b?(z1 + 22)? + oY + yo)? = 2a202 十 


2852212Z2 十 2Q2311 272 (7) 


将 (3)、(4)、 (6) 式 代 入 (7) 式 整理 得 
D2z2 + 0242 = 20202 一 Cn + b2m2?). (8) 


因为 点 (m,n) 在 梯 加 5 3 + 让 z 二 1 内 , 所 


以 趾 十 量 < 好 bm? + a2n2 a 故 胃 
迹 是 椭 图 给 去 使 kA4P 和 kBp 不 存在 的 点 ). 

看 到 问题 顺利 解决 , 同学 们 特有 成 就 感 ， 脸 
上 露出 欣喜 的 笑 雁 , 于 是 御 者 又 及 时 启发 : 

刚才 发 现 问题 的 两 位 同学 给 了 我 们 什么 启 
示 ? 

生 : 题目 解答 完毕 后 , 再 回 过 头 来 理 一 理 思 

师 : ( 笑 ) 进步 不 小 呀 ! 问题 3 的 解答 方法 和 
思路 与 问题 1 完全 类 似 , 请 同学 们 仔细 观察 结论 
还 能 有 新 的 发 现 吗 ? 加 的 

生 1: 点 P(m,n) 不 仅 在 椭圆 生 十 生 一 工 内 
时 ， 态 雏 汪 是 炳 加 当 点 P(m,n) 在 更 大 的 一 

个 椭圆 二 D032 十 275 a 二 1 内 时 ， a 


尤其 是 当 点 P(m,n) 在 椭圆 二 py + 2 = 1 上 时 ， 
点 @ 轨 迹 缩 为 原点 . 
生 2: 当 点 P(m,， n) 在 椭圆 三 5 十 抱 二 7(7 为 


常数 , 且 0 < < 2) 上 运动 时 ， 生前 轨迹 不 变 
生 3: 把 所 得 轨迹 方程 2z2 十 a292 = 20202 一 
(a2n? 十 Drm) 化 为 标准 方程 得 
小 


Y 
2a2b2—(a2n2+b2m?) + 202D2— (02n2+b2m2) 
b2 a2 


所 以 , 该 椭圆 的 半 长 轴 长 


) 2a202 一 (a2m22 十 027 ) 
2: 一 7 
半 短 轴 长 5 二 2a2b? — (on i 
一 3 ， 
半 焦 距 c = 
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2a202 一 (a272 十 527722) 2a202 一 (a2722 二 07) 
bo 


一 1 /oc2 co, C 2 \ 
一 C 一 nN 一 到 mY ,所 以 ， 


" 2a20 一 (a2mp2 + b2m?) 


b2 


即 所 得 轨迹 的 离心 窑 与 原 椭圆 的 离心 率 相 


生 4: 那 双 曲线 也 是 否 有 类 似 性 质 呢 ? 

看 到 同学 们 获得 的 成 果 , 笔者 内 心 感 到 无 比 
的 欣慰 ,庆幸 自己 没有 将 学 生 思 维 的 火花 熄灭 . 
同学 们 看 到 自己 的 研究 成 果 , 也 特有 成 就 感 , 脸 
上 洋 滋 着 发 目 内 心 的 喜悦 笑容 . 此 时 , 下 课 铃 声 
响起 , 为 了 更 好 地 巩固 课堂 教学 成 果 和 了 解 同 学 
们 对 这 样 的 学 习 活 动 方式 的 认可 度 , 笔者 布置 了 
如 下 作业 : 

师 : 课 后 请 同学 们 为 本 节 的 学 习 活 动作 一 个 
书面 小 结 , 谈 一 谈 你 的 感受 和 收获 . 其 次 , 对 同 
学 4 提出 的 问题 进行 探究 , 给 出 你 的 研究 结论 , 下 
课 ! 

课 后 反思 : 

(1) 在 得 知 两 位 同学 讨论 的 问题 后 , 笔者 有 
两 种 选择 : 一 是 让 学 生 课 下 研究 , 课 上 听 老 师 
的 话 , 跟 上 老师 的 教学 节拍 , 从 而 完成 既定 的 教 
学 任务 ， 可 这 样 一 来 就 有 可 能 熄灭 学 生 的 思维 
火花 , 因为 学 生 也 可 能 是 一 时 的 兴趣 和 好 奇 , 下 
课 后 未 必 真 的 会 再 去 探究 ， 即便 是 下 课 后 继续 
探究 , 那 也 是 个 体 的 学 习 活 动 , 学 生 集体 受益 不 
大 . 二 是 抓 住 时 机 ， 即 时 开展 探究 性 学 习 活 动 ， 
这 样 教 师 的 既定 教学 任务 会 受到 影响 , 而 且 会 
增加 教师 对 课堂 的 掌控 难度 . 但 适时 的 问题 情 
境 会 极 大 地 激发 学 生 的 探究 热情 ， 有 利于 激发 
和 保护 学 生 的 好 奇 心 和 探究 精神 . 权衡 之 后 , 笔 
者 选择 了 后 者 . 事实 证 明 这 样 的 选择 是 对 的 , 从 
课 后 学 生 的 作业 反馈 来 看 , 学 生 对 这 种 形式 的 
学 习 活 动 非常 感 兴趣 ， 而 且 对 学 生 4 提 出 的 问 
题 也 给 出 了 完美 的 解答 (这 里 不 再 效 述 ). 

(下 转 钊 5-15 页 ) 
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统计 拓展 课 “ 相 关 分 析 ” 的 教学 尝试 


200137 上 海 市 高 桥 中 学 朱 咏 梅 


一 .问题 的 提出 

相关 分 析 是 统计 学 最 重要 的 实际 应 用 之 一 ， 
但 目前 我 国 的 中 学 数学 教科 书 中 较 少 有 对 相关 
分 析 的 介绍 . 人 们 也 许 认 为 , 单 变 量 描述 性 分 析 
尚且 难 倒 不 少 学 生 , 就 更 不 用 说 多 变量 相关 分 析 . 
但 有 些 统计 学 家 和 数学 教育 家 却 认为 , 长 期 (从 
小 学 高 年 级 到 高 中 ) 在 单 变量 描述 性 统计 中 * 翻 
跟 斗 ”, 使 学 生 看 不 到 现代 统计 学 的 真正 意义 , 看 
不 到 运用 统计 学 解决 实际 问题 的 威力 , 还 不 如 在 
适当 的 时 候 ( 比 如 拓展 课 ) 借助 一 些 生 动 有 趣 的 
案例 , 由 浅 入 深 地 引入 一 些 相关 分 析 的 案例 , 则 


有 利于 形成 学 生 对 统计 学 正确 的 认识 与 理解 , 激 


发 学 生 的 学 习 热 情 . 本 文 介 绍 作 者 实验 的 一 次 
关于 相关 分 析 的 拓展 课 . 

二 、 教 学 过 程 

(1) 内 容 和 目标 

通过 一 则 简单 案例 体验 变量 相关 的 朴 秦 想 
法 ; 再 考虑 如 何 处 理 数据 , 引出 二 分 变量 相关 分 
析 的 入 系数 法 . 

(2) 问题 引入 

为 庆祝 校庆 , 班主 任 老师 设想 了 A、B、C 三 
项 活动 , 用 投票 方式 征求 全 班 学 生 的 意见 . 学 生 
对 拟 议 中 的 三 项 活动 的 态度 如 下 表 : 

表 1 学 生 对 活动 A 的 态度 

共计 


(3) 观察 和 分 析 . 

我 让 学 生 观 察 三 张 表 格 , 提出 问题 : 从 以 上 
三 张 表 中 , 你 读 到 一 些 什 么 信息 ? 哪 项 活动 会 获 
得 通过 ? 

学 生 通 过 观察 不 难得 到 以 下 结论 : 该 班级 共 
有 学 生 50 人 , 其 中 男生 30 人 , 女生 20 人 ; 又 对 活 
动 A、B、C, 表示 赞成 的 都 是 30 人 , 占 全 体 学 生 
数 的 元 x 100% 二 60%, 而 表示 反对 的 都 是 20 
人 ; 占 全 体 学 生 数 的 40 匈 . 按 “ 简 单 多 数 " 原 则 , 三 
项 活动 都 获得 通过 . 

我 又 提出 问题 : 在 三 张 表 中 , 有 几 个 变量 会 
影响 结论 ? 这 些 变 量 互 相 影 响 吗 ? 有 相关 性 吗 ? 

于 是 学 生发 现 : 性 别 与 态度 两 个 变量 相关 ， 
表示 狗 成 和 表示 反对 学 生 的 性 别 构成 不 同 . 

我 让 学 生计 算 持 狗 成 态度 的 男 ( 女 ) 生 占 全 
体 男 ( 女 ) 生 的 百分比 , 可 获得 一 些 数 据 : 

对 于 活动 A, 持 物 成 态度 的 男生 占 全 体 田 生 
的 百分比 是 50 二 60%, 持 狗 成 态 床 的 女生 占 全 


体 女生 的 百分比 是 25 = 60%, 二 者 相同 , 当然 
也 与 全 班 学 生 中 持 澳 成 态度 者 所 占 的 百分比 相 

对 于 活动 B, 持 移 成 态度 的 男生 占 全 体 男生 
的 百分比 是 z0 = 100% ,而 持 移 成 态度 的 女生 
占 全 体 女 生 的 百分比 是 0; 反之 , 持 反 对 态度 的 


.男生 占 全体 男 生 的 百分比 是 0, 而 持 反 对 态度 的 


女生 占 全 体 女 生 的 百分比 是 区 = 100%. 
对 于 活动 C, 持 赞 成 态度 的 男生 占 全 体 男 生 
的 百分比 是 50 六 83%, 持 赞 成 态度 的 女生 占 全 


体 女 生 的 百分比 是 元 一 25%. 

由 学 生得 到 的 数据 , 我 进一步 提出 问题 : 以 
上 这 些 统计 数据 意味 着 什么 ? 

于 是 学 生发 现 : 对 于 活动 A, 无 论 男生 或 女 
生 , 符 成 者 都 占 60%%, 反对 者 都 占 40%, 表明 性 别 
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与 态度 “无 关 ”; 对 于 活动 B, 男生 全 体 赞 成 , 女生 
一 致 反对 , 表明 性 别 与 态度 “绝对 有 关 ”; 对 于 活 
动 C, 男生 大 部 分 半 成 而 少 部 分 反对 , 女生 则 大 
部 分 反对 而 少 部 分 赞成 , 可 以 说 性 别 与 态度 “有 
一 定 关 系 ”. 
(4) 数学 处 理 

”我 对 学 生 所 作 的 分 析 给 出 需要 讨论 的 课题 : 
如 何 用 数学 的 (统计 学 的 ) 方 式 来 刻画 性 别 与 态 
度 二 者 之 间 “ 无 关 "、“ 绝 对 有 关 "”、“ 有 一 定 关 系 ?” 
等 ， 学 生 通 过 充足 时 间 的 观察 和 思考 , 不 难 发 
现 : 如 果 对 活动 的 态度 与 性 别 相关 , 那么 就 可 以 
通过 性 别 去 推测 他 (她 ) 对 活动 的 态度 , 也 可 以 通 
过 对 活动 的 态度 去 推测 性 别 (当然 有 推测 错误 的 

概率 ). 
我 从 旁 引 导 : 通过 性 别 是 “ 男 ”( 女 ) 去 推测 学 
生 对 活动 的 态度 是 喧 成 "还 是 “反对 ”与 不 问 性 
别 随 意 推测 相 比 , 这 样 的 处 理 方式 可 以 提高 准 
确 率 , 降低 犯错 误 的 概率 ， 并且 , 态度 与 性 别 的 
相关 程度 越 高 , 通过 性 别 推测 态度 的 准确 率 越 高 ， 
犯错 误 的 几率 越 小 . 这 就 是 所 谓 消减 误差 比例 的 
思想 . 


根据 我 的 引导 和 学 生 的 思考 , 学 生 给 出 了 目 


己 设计 的 数学 处 理 方 案 , 学 生 方 案 如 下 : 

在 表 3 中 , 从 最 后 一 列 知道 , 对 于 活动 C, 共 
有 30 人 持 赞 成 态度 , 占 全 体 学 生 的 多 数 .如果 
据 此 做 出 结论 “被 调查 者 的 态度 为 法 成 "， 那 关 
于 “ 沈 成 的 人 数 ” 的 推测 误差 为 20 人 .如果 考虑 
性 别 , 从 第 1 列 知 道 , 多 数 男生 持 狗 成 态度 , 人 数 
为 25; 又 从 第 二 列 知道 , 多 数 女 生 持 反 对 态度 , 人 
数 为 15. 如 果 以 性 别 为 参考 作 判 断 “ 男 生 的 态度 
为 赞成 , 女生 的 态度 为 反对 ”, 产生 的 推测 误差 为 
10 人 . 

教师 把 学 生 给 出 的 方案 进一步 作出 解释 : 第 
一 考虑 整体 学 生 对 活动 的 态度 , 认为 “被 调查 者 
的 态度 为 赞成 "的 误差 为 50 一 30 = 20 次 . 第 二 
考虑 性 别 , 认为 “男生 的 态 庆 为 赞成 , 女生 的 态度 
为 反对 ”的 误差 为 (30 一 25) 十 (20 一 15) = 10 次 . 
即 根据 性 别 来 判断 态度 使 误差 减少 了 20 一 10 = 


10 次 . 因为 总 人 数 不 确 定 , 单 用 次 数 说 明 误差 是 


不 合理 的 , 因此 我 们 用 误差 减少 的 次 数 比 原先 误 
差 的 次 数 , 即 对 , 得 到 所 谓 消减 误差 比例 0.5. 我 
们 就 用 这 个 数据 来 表示 学 生性 别 与 对 活动 态度 
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的 相关 程度 , 称 之 为 入 系数 . 

学 生 结合 自己 的 观点 和 教师 给 出 的 相关 知 
识 , 处 理 表 1: 对 于 活动 A, 认为 “被 调查 者 的 态 
度 为 狗 成 > 的 误差 是 50 一 30 = 20 次 ; 而 考虑 性 别 
所 做 出 的 判断 “被 调查 男生 的 态度 是 赞成 , 被 调 
查 女生 的 态度 是 狗 成 "的 误差 是 (30 一 18) 十 (20 一 
12) = 20, 两 个 误差 相等 , 因此 学 生性 别 与 对 活 
动态 度 相关 性 的 和 系数 为 二 < = 0， 

紧 接 着 让 学 生 给 出 表 2 的 处 理 方案 : 对 于 活 
动 B, 认为 “ 筱 调查 者 的 态度 为 狗 成 "的 误差 还 是 
50 一 30 = 20 次 ; 而 考虑 性 别 所 做 出 的 判断 “被 
调查 男生 的 态度 是 赞成 , 被 调查 女生 的 态度 是 
反对 ”的 误差 则 是 (30 一 30) + (20 一 20) = 0， 
因此 学 生性 别 与 对 活动 态度 相关 性 的 入 系数 为 
90 = 

(5) 提炼 模型 

经 历 上 述 过 程 后 , 学 生 对 入 系数 的 意义 有 一 





定 的 理解 了 , 我 借鉴 表 3, 用 比较 正规 的 统计 学 


语言 来 复述 入 系数 法 的 运用 . 可 以 把 前 后 两 次 叙 
述 相 对 照 , 以 理解 某 些 统计 学 术语 的 涵义 . 
记性 别 * 为 变 淖 x, zx 只 取 两 个 值 * 男 生 ” 和 
“女生 ”; 记 “ 态 度 ” 为 变量 y, y 也 只 取 两 个 值 “ 赞 
成 "和 “反对 ”. 这 两 个 变量 的 值 只 能 把 研究 对 象 
分 类 , 只 具有 “一 ”与 “ 尖 " 的 数学 特质 , 不 能 比较 先 
后 大 小 , 更 不 能 作 运 算 . 称 这 样 的 变量 为 二 分 变 
量 . 
” ”由 变量 y 的 边缘 分 布 (表格 中 最 后 一 列 是 变 
若 y 的 边缘 分 布 . 表格 中 最 后 一 行 是 变量 x 的 边 
缘分 布 )， 知 其 众 值 为 “ 深 成 "， 频 次 为 30， 着 据 
此 做 出 结论 “被 调查 者 的 态度 为 赞成 "， 则 误差 
Ei1 = 50 一 30 = 二 20; 知 考 虑 变量 z 的 取 值 , 在 
男生 , y 的 条 件 分 布 (表格 中 第 一 列 是 控制 + 取 
值 “ 男 ”时 ， 变量 gy 的 分 布 , 称 为 关于 yy 的 第 一 个 
条 件 分 布 . 第 二 列 是 控制 zx 取 值 “ 女 ” 时 , 变量 的 
分 布 , 称 为 关于 y 的 第 二 个 条 件 分 布 . 第 一 行 是 控 
制 y 取 值 " 赞 成 "时 , 变量 Zz 的 分 布 , 称 为 关于 zZ 的 
第 一 个 条 件 分 布 . 第 二 行 是 控制 y 取 值 “ 反 对 ”时 ， 
变量 z 的 分 布 , 称 为 关于 z 的 第 二 个 条 件 分 布 .) 
众 值 为 忱 成 ”, 频次 为 25; 在 女生 , y 的 条 件 分 布 
众 值 为 “反对 ”, 频次 为 15. 若 以 性 别 为 参考 作 判 
汤 “ 男 生态 度 为 赞成 , 女生 态度 为 反对 ”, 则 误差 
E; = (30 — 25) + (20 一 15) = 10 , 于 是 
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变 式 教学 是 数学 教学 的 一 种 常用 的 手段 . 数 
学 变 式 教学 是 指教 师 在 引导 学 生 解 答 数学 问题 
时 , 变更 概念 非 本 质 特征 , 变更 问题 的 条 件 或 结 
论 , 转换 问题 的 形式 或 内 容 , 创设 实际 应 用 的 各 
种 环境 , 使 概念 或 本 质 不 变 的 一 种 教学 方式 . 我 
们 在 销 研 教材 时 可 以 抓 住 一 些 典型 的 例题 或 练 
习 进 行 适 当地 变 式 , 课堂 上 引导 学 生 深入 探究 问 
题 ， 使 学 生 解决 数学 问题 的 能 力 一 步 步 地 提高 . 
下 面 是 有 关 圆 锥 裁剪 问题 的 思考 与 变 式 , 写 出 来 
与 读者 一 起 探讨 . 

问题 一 “有 一 张 边 长 为 1 的 正方 形 纸 片 , 现 
在 要 用 它 来 裁剪 一 个 圆锥 的 侧面 与 底面 , 若 侧面 
的 裁 甬 方 式 如 图 1 所 示 , 问 能 否 在 余 料 中 裁 出 符 
合 条 件 的 底面 圆 ? 


显然 和 的 取 值 范围 为 0 < 入 < 1. 从 以 上 分 
析 可 见 , 原来 入 == 0 就 表明 两 个 变量 不 相关 , 0 < 
入 < 1 则 意味 着 两 个 变量 相关 , 入 的 大 小 定量 地 
刻画 了 两 个 变 呈 的 相关 程度 . 
关于 二 分 变量 相关 分 析 的 入 系数 法 , 现在 可 
以 简单 地 小 结 如 下 : 轩 
mm ym 


一 般 地 有 入 , = CR 在 这 个 式 子 
中 ，fim 为 变量 y 的 第 ?个 条 件 分 布 的 众 值 频次 ， 
jm 为 y 的 边缘 分 布 的 众 值 频次 , NN 为 总 体 容量 . 

这 个 式 子 是 视 z* 为 自 变量 , 用 对 y 的 预测 来 
定义 消减 误差 比例 , 所 以 式 中 入 系数 记 作 Xv. 若 
以 y 为 自 变量 预测 > 来 定义 消减 误差 比例 , 则 式 
中 z 和 y 须 交换 位 置 ,并 记 入 系数 为 A。。 一般 
A 关 Xy ， 即 入 系数 具有 不 对 称 性 ， 当 z 和 9 
熟 因 训 果 不 明确 时 , 可 分 别 求 出 Xe 和 X， 以 它 
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~ 


B CC BB C 
1 图 2 

分 析 : 余 料 中 能 裁 出 的 最 大 圆 如 图 2 所 示 , 记 
作 QO, 其 半径 记 作 r， 若 这 个 圆 符合 条 件 ， 则 
QO 的 周 长 大 于 或 等 于 弧 AC 的 长 度 , 因此 解决 
间 题 的 关键 是 看 弧 4C 的 长 度 与 QO 的 周 长 的 
大 小 关系 . 显然 @O 与 ©B 外 切 , 切 点 记 作 书 ， 
则 B、P、O、DD 共 线 , 易 得 OD = V2r 则 BD = 
1 + 十 V2r. 又 因 在 RtLABCD 中 , BD = V3, 
故 BD=1+r+ Vr = VD, 

~ "= (V2 3-2 


们 的 平均 数 作 为 入. 

三 , 小结 

本 讲 中 , 二 分 变量 相关 分 析 的 入 系数 法 是 重 
点 . 首先 是 从 表 1 到 表 3 读 取信 息 , 在 此 基础 上 发 
现 两 个 变量 的 相关 性 ; 其 次 是 对 所 发 现 的 相关 性 
作 数 学 处 理 , 定量 地 刻画 两 个 变量 的 相关 程度 . 

对 这 样 的 探索 和 建立 模型 过 程 , 教师 都 不 能 

急于 给 结论 、 给 方法 , 要 给 学 生 充 分 的 时 间 来 观 
察 . 思考 , 引导 学 生 自 己 体会 什么 是 两 个 变量 的 
相关 性 , 什么 是 两 个 变量 的 不 相关 ; 然后 启发 学 
生 自 己 设计 数学 处 理 的 方案 , 并 帮助 学 生 分 析 他 
们 的 方案 , 讨论 改进 的 方法 , 最 终 完 善 他 们 的 方 
案 . 
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“，@O@O 的 周 长 = 2rr = 27(3 一 2V3) = 
67 一 4V27. 


_ 90 1 
弧 AC 的 长 度 = jg TX1 1 ut 


.QO 的 周 长 小 于 弧 AC 的 长度， 

“ .不能 在 余 料 中 裁 出 符合 条 件 的 底面 加 

既然 此 种 裁剪 方案 行 不 通 , 那么 可 以 把 侧面 
裁 得 再 小 一 些 , 从 而 引出 问题 二 . 

问题 二 有 一 张 边 长 为 1 的 正方 形 纸 片 , 现 
在 要 用 它 来 裁剪 一 个 圆锥 的 侧面 与 底面 , 若 侧面 
的 裁剪 方式 如 图 3 所 示 , 问 如 何 裁剪 才能 使 所 得 
的 圆锥 的 侧面 积 最 大 ? 

.4 D 


EC 





B C 
图 3 
分 析 : 设 @O 的 半径 为 >， 品 号 的 半径 为 已 ， 
则 有 V2r 十 r+R= V2, i QO 
27r7 一 Je0m 尽 一 S37R a 全 
由 加 有 有 一 4r, 代入 四 得 7 = EMV2 一 2， 
从 而 得 RR = 20v2—8 8 


结论 1 要 在 边 长 为 1 的 正方 形 纸 片 上 裁 出 
一 个 最 大 侧面 积 的 圆锥 ， 只 要 取 底 面 图 半径 为 


-二 5V 一 2， 母线 长 为 尽 = 20V2 一 8 就 可 裁 


23 
得 符合 条 件 的 圆锥 的 表面 展开 图 . 

在 正方 形 纸 片 上 裁剪 最 大 侧面 积 的 圆锥 问 
题解 决 之 后 , 很 自然 地 又 会 让 人 思考 : 如 果 是 在 


长 方形 纸 片上 裁剪 又 当 如 何 呢 ? 从 而 引出 了 问题 


Cj 





问题 三 有 一 张 长 方形 的 纸 片 , 长 为 15, 宽 
为 10, 现在 用 它 来 裁剪 一 个 图 锥 的 侧面 与 底面 ， 
若 侧面 的 裁剪 线 如 图 4 所 示 , 问 能 否 在 余 料 中 裁 
出 符合 条 件 的 底面 圆 ? 

分 析 : 设 吕 O 的 半径 为 ". 如 图 添加 辅助 线 ， 


易 得 上 OF = 二 10 一 7,BO=10+r,BF=15—r. 


在 RIABFO 中 , 有 (10 寺 7)? = (10 一 
r)2 十 (15 一 >)2, 整理 得 r2 一 70r 十 225 = 0. 
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解 得 7 = 35 — 10V10. 
.QO 的 周 长 = 2rr = 2r(35 一 10V10) = 
(70- _ 20VI0 10)7, 
而 缴 AG 的 长 度 A x 10 = 57. 


. OO 的 局 发 大 于 弧 AG 的 长 度 , 能 裁 出 符 
合 条 件 的 圆 . 
A 


4 

虽然 在 问题 三 的 长 方形 中 能 裁 出 符合 条 件 
的 底面 加 , 但 是 很 显然 材料 太 浪费 了 , 为 了 提高 
纸 片 的 利用 率 , 从 而 引出 了 问题 四 

问题 四 长 与 宽 满 足 怎样 比例 的 长 方形 纸 
片 刚 好 能 裁 出 最 大 侧面 积 的 圆锥 , 使 纸 片 的 利用 
率 最 高 ? 

分 析 : 设 长 方形 的 宽 4B = 1, 长 BC = 由 
QO 的 半径 为 7, 则 1 1 


277 一 J807 关 1 一 3T 7 


又 "在 Rt 和 人 BFO 中 有 
(1 十 站 2 一 (1 一 ?>)2 十 (5 一 站 )2， 
2 


1 ]\” 1\” 
即 人 + 和 = (3) + (»-3)， 
”整理 得 165? 一 86 一 15 = 0,… b= 5. 


“。 当 长 方形 满足 长 与 宽 的 比值 为 了 时 ,能 
裁 出 符合 条 件 的 圆锥 
”结论 2 当 长 方形 纸 片 的 长 与 宽 满足 长 度 之 
比 为 了 时 , 能 在 此 长 方形 纸 片 上 裁 出 最 大 侧面 积 
的 圆锥 , 使 纸 片 的 利用 率 最 高 
在 数学 教学 中 应 用 变 式 教学 能 不 断 提高 学 
生 解 决 问题 的 能 力 和 应 变 能 力 , 是 一 种 行 之 有 效 
的 教学 方法 . 在 教师 不 断 的 反思 过 程 中 , 变 式 的 


”思想 就 会 自然 地 走 进 课堂 教学 中 , 学 生 的 思维 、 
”洞察 力 就 能 有 效 地 提升 , 课堂 教学 自然 也 会 变 


大 、 变 活 、 变 深 , 变 得 引人入胜 、 流连 忘 返 , 更 为 
重要 的 是 , 学 生 从 解 题 中 获得 了 愉快 的 体验 , 并 
接受 到 数学 文化 的 赫 隐 . 
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例 谈 解 题 过 程 如 何 揭示 数学 的 本 质 
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解 题 是 数学 教学 中 的 重要 环节 , 其 在 数学 学 
习 活 动 中 有 不 可 替代 的 重要 地 位 , 解 题 也 是 数学 
教育 的 一 项 任务 . 通过 解 题 可 以 促进 人 们 对 数学 
的 理解 , 掌握 数学 核心 内 容 , 学 会 “数学 地 思维 ”， 
同时 解 题 也 是 评价 学 习 的 重要 方式 . 

笔者 在 平时 听课 时 发 现 , 在 解 题 教学 中 如 何 
揭示 数学 的 本 质 难 尽 人 意 . 下 面 通过 两 个 案例 说 
明教 学 中 如 何 揭示 数学 的 本 质 . 

一 、 教学 中 要 呈现 数学 知识 的 内 核 

例 1. “ 阿 看 卡 塔 游戏 "的 教学 . 

在 学 习 数 列 时 , 教师 先 让 学 生 玩 “ 阿 若 卡 塔 
游戏 ”:; 

现 有 中 间 带 孔 的 贺 木 片 , 这 些 圆 木片 以 从 大 
到 小 的 次 序 穿 在 一 根 竹 笔 A 上 , 现在 的 任务 是 将 
这 堆 圆 木片 穿 到 其 他 一 根 竹 笔 (B 或 C) 上 , 但 必 
须 避 循 如 下 规则 : 

@ 圆 木 片 只 能 一 一 搬 动 ; 

@ 大 的 木片 只 能 放 在 小 的 木片 下 面 ; 

@ 搬 动 的 次 数 尽 可 能 少 . 

现 有 4 块 圆 木 片 组 成 的 阿兰 卡 塔 , 则 至 少 移 
动 __ 次 能 完成 任务 . 

下 面 是 关于 该 问题 的 一 个 “去 数学 化 ”的 教学 
片断 : 

当 教 师 提 出 该 问题 时 ， 学 生 感 到 一 片 甘 然 . 
有 的 学 生 马 上 进行 手工 操作 , 然后 将 操作 次 数 记 
录 下 来 , 进行 交流 汇总 ， 最 后 得 到 答案 从 而 结束 
了 该 问题 的 教学 . 

笔者 认为 , 此 题 是 有 关 递 归 方 法 学 习 的 一 道 
好 题 , 教学 中 要 把 握 好 以 下 两 个 揭示 数学 本 质 的 
教学 环节 . 

( 山 将 该 问题 向 递归 方法 迁移 

此 问题 似乎 与 递归 方法 毫 无 关系 , 但 是 让 我 
们 来 分 析 一 下 之 间 的 关系 吧 . 

1 块 的 时 候 当 然 需 要 用 1 次 

2 块 的 时 候 需 要 用 3 次 , 如 图 1 所 示 : 


ol 
| 


3 块 的 时 候 需 要 用 7 次 , 如 图 2 所 示 : 


二 | | 二 | 上 


1 1]| 
| 二 二 | 二 
| | 去 | = 


2 | 
启发 学 生 , 移动 3 块 可 以 先 转 化 为 移动 2 决 ， 
如 图 3 所 示 : 


L411 
| 二 | | 二 


3 
， 第 一 步 :将 两 块 木片 从 A 移动 到 B, 需要 3 次 ; 

第 二 步 : 将 剩 下 的 最 大 的 木片 从 A 移 动 到 C 〇 ， 
需要 1 次 ; 

第 三 步 : 再 将 两 块 木片 从 B 移 动 到 CC, 需要 3 
次 ; 

所 以 移动 3 块 共和 需要 了 次 . 

移动 4 块 的 时 候 , 可 以 转化 成 移动 3 块 , 如 图 
4 所 示 : 


圭 | | 工 圭 上 
上 二 上 | | 圭 
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因此 , 4 块 的 时 候 需 要 用 

“3 个 阅 盘 重新 摆 在 一 起 的 次 数 "+1 次 
十 “3 个 圆 盘 重新 控 在 一 起 的 次 数 ” 

= 2x “3 个 圆 盘 重新 摆 在 一 起 的 次 数 ” 十 1 次 

一 15 次 . 

记 移 动 k 块 的 时 候 所 能 的 次 数 为 4(k), 则 有 

A(4) = 24(3) +1= 15. 

(2) 对 该 问题 进行 数学 本 质 的 揭示 

本 问题 可 抽象 出 如 下 数学 本 质 : 

移动 k 个 的 时 候 可 以 转化 为 移动 (k 一 1) 决 : 

A(k) =2A(k — 1)+1(k > 2)， 


又 4(D =1, 
利用 递 推 关 系 可 以 求 得 A(k) = 2* 一 1. 
二 、 解 题 时 要 用 揭示 数学 本 质 的 解法 


例 2 已 知 抛物 线 访 = 2pz (p > 0) 的 焦点 
为 4 为 其 准 线 上 的 一 点 , 线段 4 已 的 中 垂 线 交 
z 轴 于 点 B, 点 BB 到 AF 的 距离 等 于 ， 求 点 B 的 
坐标 . 

教师 常用 的 三 种 解法 如 下 : 

第 一 种 : 设 万 为 4 的 中 点 , C 为 准 线 与 z 轴 
的 交点 , 画 出 图 5 分 析 . 


C| BO FY 


图 5 


可 得 人 BDFc 人 A 人 ACTF, 
a BD_ DF_ BF 
得 出 3G = GF = AF: 


再 设 A (2t)、B(z,0), 代入 上 式 计算 可 


得 B ( -3 ): 


数学 教学 5_11 


第 二 种 :如 图 5, 设 DD 为 4F 的 中 点 , C 为 准 
线 与 x 轴 的 交点 . 
在 Rt 人 ABDF 中 , 有 DO? = OF .BO, 再 设 


B(z,0), 代入 上 式 计算 可 得 B (-§ 0). 


第 三 种 : 下 (8,0), 设 4 (=). 

先 求 出 DD (9 $)， 再 求 出 BD 的 方程 y 一 

= 2z, 再 求 出 B -部 ,0) 
利用 点 B 到 直线 AF : tz 十 py 一 2 = 0 的 

距离 等 于 双 , 可 求 出 ( -9)， 


上 述 三 种 解法 中 , 第 一 种 方法 涉及 三 角形 相 
似 , 第 二 种 方法 涉及 射影 定理 , 而 第 三 种 没有 . 
尽管 第 三 种 方法 运算 量 较 前 两 种 方法 要 多 , 但 
它 更 加 贴切 地 反映 了 “用 代数 的 方法 解决 几何 问 
题 "的 本 质 , 其 中 第 一 种 方法 和 第 三 种 方法 计算 


”过 程 是 一 致 的 , 第 二 种 方法 涉及 的 几何 技巧 较 多 . 


第 三 种 方法 虽然 计算 较 繁 , 但 它 是 一 种 通 法 , 反 
映 了 解析 几何 的 本 质 , 思维 量 小 , 简单 易 懂 ， 坚 
持 用 这 种 方法 进行 训练 , 解决 解析 几何 问题 的 能 
力 定 会 提高 . 

数学 是 研究 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 , 数 
学 是 用 数 来 揭示 自然 规律 的 科学 . 数学 本 质 就 是 
用 数学 的 眼光 认识 世界 , 揭示 数学 规律 , 总 结 数 
学 方法 , 形成 数学 思想 .为 此 , 突出 数学 本 质 教 
学 , 就 是 要 求 我 们 在 教学 过 程 中 , 让 学 生理 解数 
学 概念 , 把 握 数 学 思想 , 感悟 数学 特有 的 数学 思 
维 方式 .、 所 以 , 我 们 要 善于 抓 住 数学 的 本 质 , 促 
进 学 生 的 数学 理解 , 培养 学 生 的 理性 思维 , 提高 
学 生 学 习 数 学 的 兴趣 . 

参考 文献 

[1] 张晓东 . 让 他 们 在 课堂 中 像 儿 童 一 样 积 
极 吊 . 数学 通报 , 2009 (6): 49 一 54. 

[2] 龙 正 武 . 例 谈 平 面 解析 几何 教学 效率 的 
提高 伸 . 数学 教学 , 2011 (6): 10--14. 


数学 教学 


2012 年 第 5 期 


以 面积 法 贯穿 比例 线段 单元 的 教学 
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在 初中 数学 的 学 习 中 , 以 前 教材 在 内 容 安排 
上 往往 较 注 重 图 形 " 形 状 " 属 性 及 相关 应 用 , 对 图 
形 的 “面积 ”属性 仅仅 限于 一 般 计 算 , 没有 进一步 
研究 其 应 用 价值 , 使 得 学 生 在 解决 问题 时 , 常 沼 
不 能 用 面积 这 一 重要 的 本 质 属性 去 打开 解 题 思 
路 . 事实 上 , 用 面积 的 属性 去 解决 相关 问题 , 体现 
在 数学 内 容 、 数 学 学 习 的 全 过 程 中 , 尤其 是 在 后 
续 的 高 中 、 大 学 学 习 阶 段 , 面积 法 的 思想 体现 得 
”更 广泛 .面积 法 是 指 利 用 有 关 面 积 的 关系 来 解 
决 数学 问题 的 一 种 思想 方法 . 借助 面积 法 不 但 可 
证 明 各 种 几何 图 形 中 的 面积 关系 , 还 可 证 某 些 线 
段 相 等 以 及 线段 之 间 的 比例 式 等 多 种 类 届 的 几 
何 问题 . 在 上 教 版 第 二 十 四 章 “ 比 例 线段 "单元 教 
学 中 , 面积 法 始终 贯穿 在 其 中 , 例题 和 作业 中 有 
许多 问题 的 解决 方法 都 渗透 着 面积 法 , 突出 了 面 
积 法 作为 一 种 数 形 结合 的 数学 思想 方法 在 数学 
学 习 中 的 重要 作用 . 

一 、 在 例题 教学 中 渗透 面积 法 , 拓展 学 生 思 


维 _ ， 
用 面积 法 解 题 , 在 本 单元 中 经 常 出 现 , 有 些 


看 似 与 面积 无 关 的 问题 , 若 用 面积 法 可 能 使 较为 


复杂 的 问题 得 以 快捷 的 解决 . 用 面积 法 解 题 , 关 
键 在 于 利用 题目 的 特点 , 分 析 相 应 图 形 面积 之 间 
的 关系 , 推出 几何 问题 中 相应 的 边 角 关 系 . 

1. 利用 面积 法 证 明 比 例 线段 的 关系 式 

例 1 如 图 1, 在 A4BC 中 有 一 点 O, 连结 


AO、BO、CO 并 延长 分 别 与 BC、 CA AB 相交 
gr. OD ,OE ,OF _ 
于 点 DD、B、, 求证 : at+HE+EF= 1. 
分 析 : 结合 图 形 , 注意 到 求证 式 中 的 比值 都 
售 在 两 个 相同 底 边 的 三 角形 中 , 故 这 三 个 比值 均 
可 化 为 三 角形 面积 之 比 , 从 而 可 用 面积 法 证 明 . 
OD _ 0 到 BC 的 距离 _ SaoBc 
AD 4 到 BC 的 距离 。 SAaBCc 
OF ”9Aohc OF _ SAOAB 


BE Sa4sc’ OF ~ SAAsc 





yOD, OE ,OF 
所 以 4 廊 + 记 + GF 
SAOBC + SaoAC + SAOAB _1 


DAABC 


2<k 

E 

A 
1 

例 2 ”如 上 题 的 条 件 , 证 明 : 


分 析 : 注意 到 一 个 比值 中 的 两 条 线段 都 在 同 
一 条 直线 上 , 就 可 想到 用 等 高 的 三 角形 面积 比 来 


a BD_ SAABD SAOBD 
. 如 图 1 得 二 2 = = 

代 兰 它们 . 如 图 1 得 CD .SAhcD SAocp 

用 等 比 性 质 得 


BD _ SAABD 一 DAOBD .. SAABO 
CD SAacp—SAocp SAAacoO 
Am OB SABcO AF SAACO 
同 理 关 却 一 ,入 一 三. 
4 SnapBo BF SaABpco 


把 三 个 式 子 相 腰 就 得 到 结论 . 这 就 是 塞 瓦 定 











理 . 


例 3 ”如 图 2, 在 平行 四 边 形 《4BCD 中 , PP 为 
对 和 角 线 BD 上 一 点 , 且 PE 1 4B, PF 1 BC, 


> i: AB EF 
垂 足 分 别 为 E、 了, 求证: 6 = 5 





2 
分 析 : 把 比例 式 转化 为 宁 积 式 AB . PE = 
BC . PF, 再 结合 条 件 PE 上 AB, PF LL BO, 
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很 容易 联想 到 SAapPe = 34B. PE, Sacps = 


BC . PF. 连结 4C、A4P、CP， 由 条 件 得 O 


为 4C 的 中 点 ，SA4Bo = SAcpo， SA4po = 
5ACPo, 所 以 SA4pB = SacpBp, 可 以 证 得 结 
论 . 

抓 住 已 知 条 件 中 垂直 关系 及 结论 中 的 四 条 
线段 正好 与 三 角形 的 面积 有 关 , 想到 应 用 面积 法 
解 题 . 

例 4 如 图 3, 平行 四 边 形 4BCD 中 , 点 瓦 、 
分别 为 4D、AB 上 一 点 , 过 C 作 CP LBE, 


CQ 上 DF, 重 足 分 别 为 P.@， 求 证: 2 = 





分 析 : 把 结论 中 的 四 条 线段 写成 乘积 式 , 就 
比较 容易 联想 到 用 面积 法 解 题 ， 而 和 CBE 和 
人 CDF 的 面积 都 等 于 平行 四 边 形 面 积 的 一 半 ， 
结论 就 可 以 得 证 . 

例 5 如 图 4， 已 知人 4BC 中 47D 平分 


BD, AB 
BAC, 交 BC 于 DD， 求证 : CD ~ AG: 


及 


by 


D C 


图 4 
分 析 : 由 结 论 中 的 2 BD 允 想 到 82 BD_SAABD 
CD SAAcD’ 
而 入 ABD.、 AACD 丰 4B .4C 边 上 的 高 就 是 
点 D 到 人 BAC 的 两 边 的 距离 ， 由 角 平 分 线 的 性 
质 可 知 点 DD 到 人 BAC 的 两 边 的 距离 相等 , 得 到 


4 = A482, 即 可 得 到 结论 , 这 就 是 运用 面 
AACD 


积 法 证 明 鲍 委 名 线 性 质 定 迎 的 思路 . 
利用 面积 的 概念 及 有 关 性 质 , 根据 图 形 特点 ， 
可 以 将 线段 比 转化 为 面积 比 来 处 理 , 就 能 比较 简 
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单 地 解决 复杂 的 几何 问题 . 

2. 利用 面积 法 证 明 线段 相等 

根据 等 高 的 两 个 三 角形 的 面积 之 比 等 于 对 
应 底 边 的 比 的 性 质 , 通过 证 明 等 高 的 两 个 三 角形 
的 面积 相等 , 可 以 证 明 对 应 的 底 边 相等 . 

例 6 如 图 5, P 是 A4BC 中 LBAC 平 分 线 
上 的 任 一 点 , 过 C 作 CE//PB, 交 AB 延 长 线 于 
EE, 过 B 作 BF//PO, 交 4C 延长 线 于 严 , 求证 : 


入 


图 5 


分 析 : 由 于 点 了 在 LBAC' 平 分 线 上 ,而 BE、 
CF 同时 在 这 个 角 的 两 边 上 ， 所 以 P 了 到 BE、 
CF 的 距离 相等 , 要 证 BE = CF, 可 以 联想 到 
连结 PB、PF, 再 证 明 SApBgp = SApcp。 由 
CE/PB 可 得 SApBE = SApBc. 

同 理 SApcr = SAPBC. 

因此 得 到 SAPs = Sa pcs, 进而 可 以 证 明 
结论 成 立 . 

例 7 .如 图 6, 在 A4BC 中 ,，DE/BC, 交 
4B 于 D, 交 4C 于 万 , AFJESB, 交 BC 于 FE,， 
AG/DC, 交 BC 于 G 求证 : BF = Ca 





图 6 


分 析 : 通过 观察 图 形 , 连结 五 F、DG,， 由 于 
人 EBF 和 人 和 人 DCG 是 等 高 的 两 个 三 角形 ,要 证 
BF 二 CC， 只 要 证 明 SABBP = SApcG. 由 
AF/EB 可 得 SAgpr = SAABE. 
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同 理 Sapce = 9A4CD， 

由 DE/BCO 得 SABDE = SAcpP, 同 加 上 
SA4DBE 可 得 SA4B = 二 SAACD， 

所 以 得 到 SAgBF = SApce, 根据 如 果 等 高 
的 两 个 三 角形 面积 相等 , 那么 它们 对 应 的 底 边 相 
等 , 可 证 明 结 论 成 立 . 

3. 利用 面积 法 求 线段 的 比值 

前 面 已 经 提 到 运用 面积 法 证 明 比 例 线段 的 
关系 式 , 在 比例 线段 这 个 单元 中 有 许多 求 线段 的 
比 信 问 题 , 在 这 类 问题 中 也 可 以 运用 面积 法 来 解 
决 . 

例 8 ”如 图 7, 在 人 人 ABC 中 ,点 D 为 BC 的 中 
点 , 点 玉 为 4D 的 中 点 , BF 交 AC 于 忆 , 求 和 6 


的 值 . 


有 AA 


E 


AAAN 


B 
图 7 


分 析 : 本 题 一 般 解法 就 是 添 设 平行 线 运用 平 
行 线 分 线段 成 比例 定理 来 解 ， 观 察 图 形 , 连结 
CF, 可 想到 运用 面积 法 把 求 人 忆 的 值 转化 为 求 


SA4BF 的 值 , 由 点 DD、F 是 中 点 , 可 以 得 到 


SACEF 
SABDF = SACDF = SAABF = SAAOCF:- 


设 这 四 个 三 角形 的 面积 为 5， pc 各 一 0， 
SAAEF _. EF ACEF 

JSAAgF=S—%, 由 人 4EE 二 人 CE 
则 2A4PF 2, 由 SAABR BF SaAcpr’ 


一 2 2 一 35, 即 SAcgF 一 


2 _1 4 1 
32， SAAEF 一 3 8， 所 以 FG = 


由 此 题 可 以 看 出 求 线段 的 比值 问题 可 以 运 
用 面积 法 转化 为 用 代数 方法 来 解决 , 此 题 条 件 可 
以 更 一 般 化 , 但 解 题 思路 不 变 , 如 下 例 . 

例 9 如 图 8, 在 A4BC 中 , 点 了 为 BC 上 一 
点 , 且 BD 二 2CD, 点 B 为 4C 上 一 点 , 且 AE = 


EC, AD. 25 交 TP 来信 所 的 值 


为 求 面积 的 比值 连结 CE， 由 已 知 可 得 SAAEF 


Ss ACDF 1 
ABOCOF, SABDE 一 人 


设 SacpF = 二 S, SaAABF = SACBF 一 Z， 则 








= SACEF, SAABE 一 
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SAABF = 35, SABDF = 29， 得 全 = >. 


因为 S402 一 二, 得 到 方程 35 吉 S 一 二 
AABD 


得 zz 一 3 BF 39 _ 
解 得 ?二 45, 所 以 局 3 < 4. 


图 8 

用 面积 法 来 解 几何 题 , 几何 元 素 之 间 关 系 变 
成 数量 之 间 的 关系 , 只 需要 计算 , 有 时 可 以 不 添 
置 辅助 线 , 即使 需要 添置 辅助 线 , 也 很 容易 考虑 
到 |. 

4. 利用 面积 法 证 直线 平行 

在 运用 面积 法 解 题 时 , 经 常 借助 于 平行 线 进 
行 等 积 变换 , 反之 , 也 可 以 通过 面积 相等 来 证 明 
直线 平行 . 

例 10 如 图 9, 在 A4BC 中 , 4D 为 BC 边 


线 分 别 交 4B、AC 于 EB、F, 车 ME = MF, 求 
证 : EF//BC. 


图 9 
分 析 : 要 证 明 平行 实际 上 只 要 证 明 池 名 = 
GZ, 可 以 把 线 眉 的 比 转化 为 面积 比 . 连结 D 妃 、 
DF, 根据 ME=MF, BD=CD 可 得 ， SAAEM 
= SAAFM; SADEM = SADFM, SA4ABD = 


5 


SAADE 
DADFOC BE _CF 
AD， , 所 以 可 证 得 二 到 A = AF’ 

于 是 得 F/BC. 


例 11 如 图 10, 梯形 4BCD 中, AB//CD,. 
点 已 在 BC 上 , 点 下 在 4D 上 , 且 A4AE/FUC, 连结 
DE、BF, 求证 : DE/BF. 
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图 10 

分 析 : 因为 题 中 有 两 组 平行 线 , 一定 有 许 
多 面积 相等 的 三 角形 , 可 以 运用 等 积 变 换 , 证 明 
SABED 二 SApFE, 达到 证 明 DEB//BF 的 目的 . 

连结 4C、BD、EF, 由 AE// FCO 可 得 SAAaACF 
二 SAECF, 同 加 上 SApcr 得 9 四 动 形 EBCDpP 一 
SAACD. 由 AB/CD 可 得 SA4hcp = 3ApcDp， 
得 SABCD = 二 Sm 边 形 ECDF，; 同 减 去 Sapcg, 得 
到 SaABED = 二 SADpFE, 从 而 证 得 结论 . 

二 、 在 作业 设计 中 关注 面积 法 , 促进 学 生理 
解 

在 定理 探究 和 例题 教学 渗透 面积 法 的 同时 ， 
作业 设计 中 还 要 关注 面积 法 的 运用 , 促进 学 生 对 
面积 法 的 理解 . 作业 设计 中 可 以 多 途径 地 关注 
面积 法 运用 , 包括 以 下 几 个 方面 : 

1. 用 面积 法 去 探究 一 些 重 要 的 定理 . 通过 
上 面 的 分 析 知 道 可 以 运用 面积 法 证 明 平 行 , 请 同 
学 思考 运用 面积 法 证 明 三 角形 中 位 线 定理 ; 运用 
面积 法 探究 三 角形 内 角 平 分 线 定 理 和 外 角 平 分 
线 定理 , 运用 面积 法 证 明 塞 瓦 定理 和 梅 涅 劳 斯 定 


(上 接 第 5-5 页 ) 

(2) 在 整个 学 习 活动 中 , 从 发 现 问 题 、 提 出 问 
题 到 解决 问题 , 始终 以 学 生 的 思维 活动 为 主线 ， 
教师 只 是 适时 引导 、 合作 探究 , 充分 体现 了 学 生 
的 主体 地 位 . 

(3) 通过 本 节 课 及 课 后 的 探究 学 习 活 动 , 学 
生 不 仅 获得 了 完美 的 结论 , 对 圆锥 曲线 的 几何 性 
质 及 内 在 联系 有 了 更 为 深刻 的 认识 和 了 解 , 更 重 
要 的 是 体验 了 研究 过 程 和 方法 . 尤其 是 在 问题 的 
探究 过 程 中 学 生 曾 采用 描 出 部 分 点 的 方法 给 出 
轨迹 不 是 椭圆 和 取 两 个 点 判断 角 不 相等 的 结论 
也 是 非常 好 的 , 否定 一 个 结论 只 需 举 一 个 反例 或 


理 等 , 通过 对 这 些 定理 的 探究 , 建立 面积 比 和 线 
段 比 之 间 的 联系 , 让 学 生体 验 两 者 相互 转化 的 过 
程 . 

2. 有 许多 证 明 比例 线段 或 线段 相等 的 问题 
可 以 运用 面积 法 解决 , 在 作业 设计 时 , 可 引导 学 
生 多 角度 思考 问题 , 寻找 尽 可 能 多 的 解 题 方法 ， 
拓展 学 生 的 思维 . 

3. 对 以 上 例 8、 例 9 运用 面积 法 求 线段 比值 
的 思路 , 可 以 适当 变换 条 件 进行 变 式 训练 , 促进 
学 生 掌 握 这 类 问题 的 基本 解 题 方法 . 

4. 引导 学 生 对 运用 面积 法 解决 问题 的 思路 
进行 反思 小 结 , 归纳 解 题 的 思路 , 提炼 解 题 方法 ， 
促进 对 面积 法 的 理解. 

通过 “比例 线段 "单元 中 面积 法 的 应 用 分 析 ， 
初步 感悟 到 面积 法 在 初中 数学 应 用 中 的 广泛 性 
和 重要 性 . 当然 这 里 突出 分 析 面积 法 的 应 用 , 并 
不 是 要 削弱 相似 法 的 作用 , 只 是 想 说 明 初中 数学 
学 习 中 面积 法 与 相似 法 一 样 , 也 是 从 图 形 本 质 属 
性 出 发 的 一 种 解决 问题 的 重要 策略 . 

参考 文献 

站 沈 文 选 . 平面 几何 证 明 方法 全 书 [M]. 险 
尔 滨 : 哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 , 2005. 

[2] 彭 仿 成 , 张 景 中 . 仁者 无 敌 面 积 法 [M]. 上 
海 : 上 海 教育 出 版 社 , 2011. 

[3] 叶 锦 义 ， 中 考 数学 解 题 指导 与 训练 [M]. 
上 海 : 上 海 社会 科学 院 出 版 社 , 2003. 


部 分 否定 即 可 .在 探究 活动 中 否定 和 肯定 同样 
重要 , 因为 及 时 的 否定 可 以 避免 在 错误 的 方向 上 
浪费 更 多 的 资源 . . 

(多 虽然 所 述 探究 性 学 习 活 动 得 益 于 学 生 偶 
发 的 “灵感 "和 “好 奇 心 ”, 但 若 教师 经 常 有 意 去 捕 
捉 这 些 “ 灵 感 " 和 “好 奇 心 *， 并 加 以 积极 引导 ， 就 
会 激发 学 生 提 出 问题 和 探究 问题 的 欲望 , 养 成 反 
思 的 好 习惯 , 学 生 就 会 因此 而 常 怀 “ 好 奇 心 "、 常 
现 “ 灵 感 ". 学 生发 现 和 提出 问题 的 能 力 就 会 不 断 
提高 , 学 生 的 学 习 方 式 也 会 从 多 练 、 多 记 转 向 多 
思 、 多 间 . 若 从 培养 创新 能 力 的 角度 看 , 提出 问 
题 比 解决 问题 更 有 意义 . 因此 , 学 生 的 创新 能 力 
也 会 得 到 发 展 . 
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改 路 问题 
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一 、 问题 

如 图 1, 王家 和 李 家 相 邻 , 在 他 们 两 家 之 间 有 
一 条 小 路 连接 前 后 两 条 大 路 , 小 路 两 侧 的 土地 分 
属 两 家 所 有 , 但 小 路 的 方向 与 两 家 的 房屋 方向 不 
一 致 , 于 是 两 家 商量 将 小 路 的 方向 改 成 和 房子 的 
方向 一 致 . 当然 , 改 路 后 还 要 保持 两 家 原来 的 土 
地 面积 不 变 . 应 当 如 何 改 路 呢 ? 


字 家 


1 
二 、 建 模 
上 面 的 问题 我 们 可 以 用 下 面 的 数学 问题 来 
描述 . 





图 2 


如 图 2, m, 1,12 为 已 知 直线 , 4 和 BB 分 别 在 
直线 五 和 1 上 , 且 4B 与 m% 不 平行 . 试 在 线段 AB 
上 求 一 点 忆 , 满足 : 过 已 作 直线 各 的 平行 线 , 分 别 
交 关 和 12 于 C 和 和 万, 使 得 SAP4c 二 SAPBD- 

三 、 探 求 

首先 , 如 果 i1Wlz, 这 种 情况 很 简单 ,只 要 取 
4AB 的 中 点 作为 已 点 就 可 以 了 . 

下 面 我 们 考虑 局 与 122 相交 的 情况 . 

如 图 3, 设 有 1 与 2 相交 于 OO 点 . C 和 DD 分 别 
在 直线 1 和 和 12 上 , 且 CD/m, CD 与 4B 相交 于 
PP. 过 O 〇 作 直 线 9/m, 分 别 过 妥 , B,C,D 作 4 的 


重 线 , 垂 足 分 别 是 4i;, Bi,Ci,Di, 记 441 = a, 
BB = 9b, 设 书 点 到 & 的 距离 为 z, 则 CC1 = 
DD 一 水. 





图 3 


要 使 SAp4c 二 SAPBD， 只 须 SAo4B 三 
SAocD 即 可 . 由 图 可 知 
9Ao4 三 5 梯形 4BBiA! 一 DAOAAI 
1 
一 2AOBB = 5(o +b): A1Bi 一 52 OA41 一 


3b OB1 = l(a+b). (0hi+0B)— 30- 





2 

OA41 一 2 .OPB) 一 >( OA]l+a: 0B), (1) 
SAocp 王佐 形 Ccppcy “DAOCOC! 一 
SAopp =z.CDi- 5 .OG1 - 2 .OD = 
z-(OC1+OD)— 3.001— az.ODi = 3; 
(OG1 + OD (2) 
因为 441CO4, 所 以 人 和 = ,O01 = 

1 1)， OAi 一 0 1 一 

OD 





二 . Ohi, 又 因为 BB1/DD1, 所 以 


OD1 = -OB1, 代入 (2) 式 得 : 


1 也 eH 
SAOCD = a7 (= .OO41 十 pb OB: ) 


OP 


2 
交 
一 Do 人 CO4i 十 C OB:) 
2 
7 
= 一 9AO4B. 
ab 


要 使 SA“o4B 二 SAocDp, 只 须 X? = ob, 即 x = 
Vab, 亦 即 忆 点 到 4 的 距离 为 Vab. 
四 、 作 图 
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曲线 系 : 从 知识 点 还 原 到 研究 工具 


430079 华中 师范 大 学 教育 信息 技术 工程 研究 中 心 徐 章 押 


1. 引言 

“问题 一 工具 一 - 解 * 是 推动 数学 发 展 的 重 
要 方式 . 当 问 题 得 到 解决 后 , 解决 问题 的 工具 便 
凝 男 于 教科 书 中 , 成 了 知识 点 . 例如 , 在 解决 求 
曲线 的 切线 及 曲线 围 成 面积 的 过 程 中 , 人 们 发 展 
了 无 穷 小 分 析 的 研究 方法 , 极限 成 了 人 们 解决 新 
问题 的 一 种 重要 工具 ， 然 而 , 当 这 些 知 识 成 熟 ， 
走 进 教科 书 之 后 , 学 习 者 就 把 它们 当 作 知识 点 来 
看 待 , 个 再 把 它们 看 作 一 种 研究 工具 了 ， 如果 不 
把 它们 当 作 知识 点 而 作为 一 种 研究 工具 来 看 待 ， 
则 别有一番 天 地 . 

2. 样 例 

例 1 (2005 年 全 国 高 考 湖北 卷 理 科 数 学 第 
21 题 ) 设 A、B 是 桶 加 3z? 十 y? = 入 上 的 两 点 , 点 
Nol1,3) 是 线段 4B 的 中 点 , 线段 的 牌 直 平分 线 
与 椭圆 相交 于 C、 忆 两 点 . (1) 确 定 入 的 取信 范围 ， 
并 求 直线 4B 的 方程 ; (2) 试 判断 是 否 存 在 这 样 的 
入 , 使 得 4、B、C、DD 四 点 在 同一 圆 上 , 并 说 明理 
由 . 


由 于 也 点 a 到 的 距离 为 Va6, 所 以 能 使 用 尺 


规 准 确 地 作出 已 点 . 可 以 采取 下 面 的 作法 : 
q 





图 4 


(1) 过 BB 作 直 线 BB 垂直 于 直线 gq, 算 足 为 卫 ， 
过 4 作 直 线 AF 翟 直 于 BE, 垂 足 为 FF; 
(2) 以 电 下 为 直径 作 贺 , 圆心 为 MX 以 ME 为 


先 看 此 题 的 解法 . 根据 点 差 法 , 不 难 求 得 直 
线 AB 的 方程 为 x 十 y 一 4 = 0, 直线 CD 的 方程 
为 2 一 y 十 2 = 0, 过 点 4、B、C、DD 的 曲线 系 方 
程 可 设 为 37? 十 一 和 十 (2 十 y 一 (2 一 y 十 
2) = 0, 整理 得 (3 十 上 p)z2 十 (1 一 pp)y? 一 24x 十 
61y 一 入 一 8k 二 0, 欲 使 4、B、C、DD 四 点 共 圆 ， 
应 有 3 十 = 二 1 一 bh 解 得 4 = 一 有 从 而 上 述 方 


各 简化 为 (z+3) + (vy-3) = 2 当 
入 > 3 时 , 即 可 构成 一 个 圆 , 结合 第 (1) 间 的 入 值 , 
可 得 到 入 > 12. 

此 题 可 以 推广 , 在 解决 推广 问题 的 过 程 中 可 
以 看 到 把 曲线 系 看 作 研 究 工具 的 优越 性 . 

@ 设 椭圆 三 + 元 二 1(a >5b> 0), 点 
NN (zo, yo) 是 椭圆 内 一 点 , 4B 是 椭圆 的 以 点 入 为 
中 点 的 弦 , 线段 4B 的 季 直 平分 线 交 椭圆 于 C、D 


2 b2 bp4 
两 点 , 当 满足 x6 = 0 98 且 中 < et 5 


时 , 4、B、C、D 四 点 共 圆 . 圆 的 方程 是 


直径 作 圆 , 圆心 为 NN; 

(3) 设 C 为 圆 M 和 圆 六 的 一 个 交点 , 以 百 为 
圆心 , EG 为 半径 作 圆 , 此 图 与 BE 交 于 及 ; 

(4) 过 玉 作 直线 7 平行 于 gq, 7 与 4B 的 交点 
为 P, 则 PP 为 所 求 ( 如 图 44). 

五 、 证 明 

如 图 4, 连结 MG 和 EG, 因为 ME 为 加 NN 
的 直径 , 所 以 BG 上 MG, 从 而 BG 是 立 M 的 切 
线 , 由 图 的 切割 线 定理 得 , BG? = EF .EB, 由 
作法 可 知 , BF = a, BB 一 b, 即 BG?2 = ob 也 
有 如 H? = ab, 又 因为 r//q, 所 以 PP 到 g 的 距离 等 
于 E82, 即 P 到 4 的 距离 为 Vab. 

参考 文献 

[1] 王 宪 昌 .数学 思维 方法 IM]. 北京 : 人 民 
教育 出 版 社 , 2002. 
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a2—b2. \? +( 0 ) _ 曲线 系 的 观点 和 方法 统一 、 简 湾 更 有 有趣 的 
Tj/ 0+" /) 是 还 能 沟通 应 实 之 问 的 联系 视 瑟 一 扫 =1 
2a2[(a2 + b2)b4 — (a2 — b2)2y6] 
了 二 D220 oo (*) 


四 设 N(zo, Yo) 是 抛物 线 Y? = 2px (p > 0) 
内 的 一 点 ，4B 是 抛物 线 的 以 点 六 为 中 点 的 弦 ， 
线段 4B 的 垂直 平分 线 交 抛物 线 于 C、D 两 点 , 当 
满足 |yo| = p 于 , 4、B、C、DD 四 点 共 圆 , 圆 的 方 
程 是 [z 一 (xo + 2p)]? + (y+ yo)? = 十 42. 


2 

@ 设 N(xo0,y0)， 4 是 双 曲 线 三 -让 = 一 
l(azb,a.b> 0) 的 以 点 条 为 中 虚 的 纺 线 跋 
AB 的 垂直 平分 线 交 双 站 于 4 忆 两 操 ， 当 满 足 
pix? = a48 且 妇 > 后 时 A. BC. 
DD 四 点 共 圆 ， 图 的 方程 是 

2 十 到 a2+4+b2 2 
tp) 十 2 十 二 + hw ) 一 
2r 作 2 | p22 2\274 

2c [ta 二 C= 0)b 1 本 (xs 

为 了 看 清楚 研究 工具 对 引申 .推广 的 重要 性 ， 
我 们 证 明 @. 

易 得 直线 4 已 的 方程 为 刀 zoz 一 a2yoy 十 a2o 
一 02x? = 0, 直线 CD 的 方程 为 a2yox 十 2X09 一 
(2 十 成 )}zoyo = 0, 则 过 4、B、C、DD 四 点 的 曲线 
系 为 : 

bx2 一 a2y? 一 a202 一 A(b2zoz 一 a2yoy 十 
02y8 — b228)[a2yoz + bxoy — (0? + b?)zoyo] = 
0， 

整理 得 

(0 Nob zoyo)s +(—o tA b voyo)y + 
A(adye— b4z2)ry + A[(a? 十 82)8278yo 一 (c220 


jz8)a2yojz+ A[—(a2+b?)a? royd+(b?23—a2y8) 


b2xoly + A(a2y2 — b27x28)(0? + b?2)zoyo — ob? = 
0. 
欲 使 A4、B、C、DD 四 点 共 圆 , 显然 应 及 286 一 
Q4 6 一 0 (消去 zy 交叉 项 )， 2 一 XAa2p2z0z10 = 一 
一 a2 十 Xa2b2zogyo (2 与 的 系数 相等 )， 最 后 上 
式 化 简 成 ， 。 、2 
2 b 
2z 一 Sto) 十 (x+ + ) 
2 + 一 (I 
(@2 — 52)202 


为 一 个 虚 椭 图 十 一 1， 二 用 吕 代 本 
竟然 能 得 到 (**), 真是 虚实 相生 ! 

例 2 (2011 年 全 国 高 考 大 纲 卷 第 21 题 ) 已 
知 O 为 坐标 原点 ,点 下 为 椭 贺 C : z2 十 = 
1 在 y 轴 正 半 轴 上 的 焦点 , 过 点 五 且 斜 率 为 一 V2 
的 直线 1 与 C 交 于 4、B 两 点 , 点 满足 OA+ 
OB+OP = 人 0. (1) 证 明 : 点 P 在 C 上 ; (2) 设 点 
PP 关于 点 O 的 对 称 点 为 @, 证 明 : A、P、B、@ 四 
点 在 同一 阅 上 . 


分 析 与 解 : 不 难 求 得 直线 4B 的 方程 是 V2z 
2 


的 坐标 是 | -二 ,1 1，PQ@ 的 方程 是 y = V2z, 过 
4.P、B.、 人 四 点 的 响 线 和 认可 设 为 
z+ -1 十 XVSz 十 9 一 1)(V2z —Yy) = 
0, 整理 得 
(2 入 十 1)z2 十 (3-*) y2 一 V2XAz 十 Xy 一 


1 = 0. 由 2A+1 一 了 一 X, 解 得 和 = 一 a, 从 而 加 


2 
2 2 
的 方程 是 (+ + (y-3) -可 ,从 
而 4、P、B、Q@ 四 点 共 圆 . 


引入 曲线 系 的 意义 不 仅仅 在 于 简化 解法 , 更 
在 于 表达 一 种 以 有 限 驾 驭 无 限 的 类 似 于 基 向 最 
的 想法 . 曲线 系 是 具有 某 种 共同 性 质 的 所 有 曲线 
的 集合 ,常用 含有 参数 的 方程 来 表示 . 曲线 系 
中 虽 有 无 数 条 曲线 , 但 具有 "基底 曲线 "作用 的 曲 
线 却 只 有 有 限 条 , 通过 这 些 “ 大 底 曲 线 " 就 可 以 生 
成 .把 握 无 数 条 曲线 , 这 是 一 种 很 经 济 的 想法 . 这 
些 “ 基 底 曲 线 " 有 如 直线 上 的 两 个 “基点 ”. 在 线段 
的 定 比 分 点 .平面 向 量 基 本 定理 和 空间 向 量 基本 


定理 中 , 这 种 思想 均 有 体现 . 在 教学 时 , 在 这 些 地 


方 不 妨 “ 微 言 要 义 ”, 让 学 生 的 思想 更 活跃 一 些 . 

研究 表明 , 观念 上 的 改变 是 困难 的 , 也 是 最 
重要 的 . 知识 原本 是 激发 我 们 思考 的 一 种 载体 ， 
而 不 能 当 作 一 种 纯粹 的 北面 的 信息 来 接受 . 
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对 不 等 式 革 元 < In(1 十 x) < z 的 新 认 知 


313012 浙江 省 湖州 市 双 林 中 学 李 建 潮 313000 浙江 省 湖州 市 第 五 高 级 中 学 计 圳 方 


导数 “下 放 " 后 , 高 中 数学 里 有 下 面 的 不 等 式 : 


2 < < -1). 
Te <in(l+%) < zl > 一 


本 文 将 谈 谈 我 们 对 它 的 新 认识 . 

一 、 加 强 

首先 将 上 面 的 对 数 基本 不 等 式 加 强 为 : 
定理 当 x € (0, 十 co) 时 ， 











1 2 
—2— 2 inl+2) < z 》 
1+37 工 十 了 
当 z € (-1,0) 时 ， 
x (3) (人 了 
< ln(l 十 2Z) < 一 一 一 
V1+z 1 十 5 
， 证明: = 一 二 一 nl1 ,XE 
(一 1, 十 oo0), 则 
A 1 -1 
7 人) Vli+Zz 3 3 十 立 
_ (Vi+z-1)°、 
2(1 + 7) 


( 当 且 仪 当 x = 0 时 取 “=” 号 ), 所 以 f(x) 在 
当 Z < (0, 十 co) 时 ， 上 > f(0) = 0， 


即 in(1 十 Z) < -让 
当 z € (一 1,0) 时 , f(z) < f(0) = 0, 


. 即 jn(1L 十 2) > er 
(2) 与 (3) 两 式 获 证 . 
再 令 g(x) = In(1 + 2) 一 











1 TI” 人 
十 oo) 类 似 可 证 得 (1) 与 (4) 两 式 , 从 而 和 定理 获 证 . 
对 于 数列 问题 ,在 定理 的 (1) 与 (2) 式 中 令 
z 一 二 , 可 得 
推论 1 对 任意 的 me N*, 有 
(5) (6) 
3 Su 人 (ar+ 1) < < TD 





二 、 应 用 

1. 几 个 相关 不 等 式 

利用 推论 1 可 直接 得 到 以 下 两 个 不 等 式 : 
例 1 对 于 任意 的 n € N*, 有 








1 1 
~ 二 >” 十 .… 十 
1 1 1 1 
li+5 2+3 3+3 N+3 
< n(n 十 工 )， oe (7) 
1 
> In(n + 1), sn (8) 
i -1/1,. 1. 
注意 到 下 < 3 (+a ) (n 
E IN"*), 所 以 由 (8) 式 得 
_1 1 .1 1 1 
和 (二 本 和 + + 1)+ an + 
> In(n + 1). 
由 此 得 


推论 2 ”对 于 任意 的 me N*, 有 


1 1 二 
1 十 二 十 三 十 .… 十 二 
2 3 nn 


> in(n 十 1) 十 5 二 1 -ee (9) 


显然 , 由 这 样 的 放 缩 得 到 的 推论 2 其 精确 度 
是 很 高 的 . 若 再 与 构造 单调 数列 相 结合 , 则 还 可 
获 如 下 相关 不 等 式 : 

例 2 对 于 任意 的 n Ee N*, 有 


1 十 亏 十 二 十 十 二 > ln(n 二 IJ) 二 和 一- 启 一 
5 Le (10) 
1 十 去 十 去 十 :十 工 < ne+D + 这 
| 十 300an 6): ee (11) 


证 明 : 令 f(n) = 汪汪; 则 


1 
JTJ 一 了 om = ntl (n+ 1)(n + 2) 
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Vn+2— Vn+1 
TY 


Or 十 WY" + 本 十 2 十 Vm 十]1) 
1 1 
2m +1) 2n+2)’ 


< jn 十 1 十 


> 20n 十 I + 2) 


即 了 (mn) 十 = 一 一 ~ 2 


上 是 过 境 数列， 于 


.2(n + 1) 二 
所 以 17(o) + 3 
是 , 对 任意 的 n E N*, 有 


> 10) + axs 


Al、 1 5 1 1 
名 k > RT 2(n+1) 
> me+ 了 +4 一 -让 林 人 用 (9 
式 ), 即 (10) 式 获 证. 


人 一 
再 令 g(n) = 外 p+ 之 ETI' 并 用 








真 分 数 性 质 ; 2 > 2 一 到 ( 其 中 a >5> mm > 0)， 
有 9g(2 二 IJ) 一 g(m) 一 -一 一 一 一 
n+3 n+2 
1 
2 (n+ (n+ 2) 
5 
_1 5X3 
(n+ 3 ) (n+ 
15 3 
~ 1 2 16 
(n+ 3) r+- 名 
2 
_ 39 
5 9 
ao (n+ +5) (+3) 
20(4n +5) 20(4n + 9)’ 
类 似 于 (10) 式 的 证 明 , 并 用 (7) 式 , 可 证 : 
1 & 1 -区 39 
2 
<In(n+1)— + 0a ry ee (12) 
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人 
37 1 ， 39 

> Ett n+1™ 00n+5)’ 
好 GT 式 获 证 . 

注 : (10) 式 、(11) 式 左 边 的 “上 界 ” 和 “下 界 ?” 
的 差 为 : 

37 5 1 1 ae 


60 4 方 3+tD) nti 30(n+5) 


1 19_ 
< - 启 - 有 一 007377…… 可 见 ,用 (10) 式 、(11) 


式 来 求 数列 > 
适 不 过 的 了 . 
2. 与 推论 1 相关 的 不 等 式 
作为 推论 1 的 (5) 式 , 我 们 还 有 如 下 结论 : 
例 3 设 a 为 正 数 , 则 对 于 任意 的 n € N*， 


1 1 
不 等 式 In (+ 1) 和 (13) 


恒 成 立 的 最 大 的 a 值 为 二 一 1. 

证 明 in (1+) < 

nn ,N+ 

— -pneN*).…(14) 
0 


为 此 引入 函数 f(x) = 
(0, +co), 则 


NN 1 1 
f(z) = (1 十 z)ln2(1 十 z) Tz 


< 一 一 一 一 5 一 十 十 二 0( 用 (2) 式 ) 
(L+z)j 2 
所 以 tm) 在 z (0,+oo) 上 是 沽 本 数 ,特别 
地 , 当 Z € (0， 1 时, f(x)min = f(1) = a —1. 


的 前 nw 项 和 的 整数 部 分 是 再 合 








(n € NN*) 


<—> a 


1 1 
In(1 + %) zr © 








于 是 (14) 式 恒 成 立 当 且 仅 当 

EN 

例 3 得 证 由 此 多 获 如 下 相关 不 等 式 : 

ra taratarat. tanta> 
In(% + 工 ) (15) 


当 且 仅 当 多 二 1 时 取 “=” 号 . 
3. 一 道 全 国联 赛 题 及 其 加 强 
2009 年 全 国 高 中 数学 联赛 加 试题 二 : 对 于 


-2D24G5 史 yss 























任意 的 n E N*, 证 明 一 1 < > 1 < n+3—V n(nt1) | 人 1 
利用 推论 1 容易 改进 以 上 < 上 界 * 与 “下 界 ” | ( -| 1) TD n+l nt3 
3.1 上 界 的 加 强 1 
对 任意 的 me N*, 有 4 
LL k 1 15 A rrNW 
tI P<g+ gmntn 0 (MD ff + 旨 +VRGH 
证 明 : 令 (16) 式 的 左边 为 Fo),， 则 由 推论 1 

的 (5) 式 及 真 分 数 性 质 , 有 f(n) -- jn 十 了 + | 一 
=m (1+1 - 一 一 一 一 nT3 "了 

nt1ltA+i < 一 一 一 一 一 一 一 一 
~_1 _ _ _ 1 4 (n+ 二) n(ni+1):2vVn(nt+1) 
nil n+l ” 
2 | 1 1 
_1 3 + 3 
6 (n+$) +t) "73 "3 
， 3 1 1 
3 一 立 -+ 
>1. 1 s (nt $) n+ n+ 坟 
6 (n+3) (n+1)— 总 
= 15 < A Ti | 了 相 
一 一 yA nN 
32 (n+ 1 (n+ 5) | “3 ”3 
1515 . YI mt 
8(4n+1) 8(4n+5) 2 
仿照 (11) 下 的 证 明 , 可 得 < fnt+1)— 1 1 
3 8m+1)(n+2) 
移 项 (16) 式 获 过 所 9 得 1 1 
3.2 下 界 的 加 强 世纪 fm — n+ 8n(n+l) 
对 于 任意 的 n € N*, 有 f(n) = > ”Rk2+1 9 < 1 11 

_ _11 2 1 (17 > f(D 3- gx1ixa- 48， 

1 > 一 本 ntlt nm 欧 硕 (17) 式 得 证 . , 
证 明 : 由 推论 (6) 式 , 有 我 们 已 经 得 到 f(n) > 一 4 (大 于 一 了 ), 这 无 
OD 缝 比 嘲 题 "的 下 界 “1 要 精确 得 多 ,但 如 若 以 上 
-m(1+2)- 一 一 一 构造 "差分 "的 方法 更 合理 , 则 势必 得 到 的 下 界 要 

"Tt Tai 更 精确 -下面 的 结论 便 能 说 明 这 一 点 ，_ ， 
1 _ 1 对 于 任意 的 n€E N*, 有 f(n) = 》) 二 一 
~ in FD 对 十 1 十 革 A 
2 -Inn> -In3+-3 Te (18) 
， | ] 1 当 上 且 仅 当 n = 3 时 到" 一 "号 
= | 一 一 二 一 一 二 | +| 一 了 -一 简 证 : 容易 验证 当 n = 1, 2 时 (18) 式 成 立 ; 
VtD) n+ 了 | \nt3 n+3 当 n > 3 时 , 由 推论 1 的 (6) 式 , 有 
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关于 正 多 边 形 的 一 个 有 趣 的 轨迹 问题 


401249 重庆 市 长 寿 龙 溪 中 学 吴 波 





文 [1 中 葵 柏 合 老 师 对 正 多 边 形 提 出 一 个 猿 先 给 出 几 个 引 理 . 

想 如 下 : 引 理 1 对 任意 ze C, 有 (z 一 ww)(z 一 w?) 
猜想 廿 n% 边 形 4142… An 为 正 即 边 形 一 w= 2? 一 1 但 成 立 . 

(n > 3). 在 正 n% 边 形 的 内 部 满足 证 明 : 显然 w.w、:…、w” 是 1 的 n 个 n 次 单 
LQA1hAz 十 LQA2hs 十 … 十 ZQAn_1hn 十 ”位 根 , 则 由 多 项 式 理论 知 上 式 恒 成 立 . 

.LQAn dnt1 = 2 (1) 引 理 2 ww? ，……- Ww" = oa) (证 略 ). 

_1 一 asin 工 .ei( 吉 十 有 
的 点 @ 的 轨迹 是 正 % 边 形 的 n 条 对 称 轴 在 正 n 边 引 理 3 ww 一 1 2 ne 
形 内 的 部 分 (约定 Anri = 二 41). 证 明 : 多 一 1 = cos ~7— 1+isin 二 


测试 题 , n = 4 时 的 情形 为 文中 所 证 明 . 本 文 在 


,TT ， TT ， i 
一 2Sn 一 (一 Sn 一 十 1cos 一 


一 般 情形 下 , 求 得 了 满足 (1) 式 的 点 @ 的 轨迹 , 结 RP Rr rr 

果 如 下 : 一 2sinz [cos ( 瑟 十 元) +isin (+ 元 
定理 1 设 凸 正 % 边 形 的 顶点 41、A2、…、 =2sin— .ei(¥+5) ,| 

An(n > 3) 按 逆 时 针 方向 排列 , 点 O 为 其 中 心 ， 定理 1 的 证 明 : (i) 纯粹 性 当 点 Q@ 在 线段 Oh 


点 Mi 为 边 AiAiti 的 中 点 (i 二 1,2,… ,7n)， (但 不 在 顶点 4i) 或 线段 OM; 上 时 , 由 正 多 边 形 
LQAkAk+1 (Rk < N") 为 有 向 角 且 约定 以 顺 时 的 对 称 性 易 证 Q@ 满 足 @ 式 . 当 点 Q@ 在 射线 OM 
针 方向 为 正 , 则 满足 (1) 式 的 点 @ 的 轨迹 为 线段 。 上 是 在 正 n% 边 形 外 时 , 我 们 以 下 面 的 正 五 边 形 为 
OAh1、 OA2、:…、0OAh; (但 不 含 顶点 4i) 和 射线 。 ” 例 来 证 明 此 时 的 Q@ 也 满足 (1) 式 . 


OA OM2、\:..、. OM.. 不 妨 设 点 @ 在 射线 OM 上 是 在 正 五 边 形 外 ， 
我 们 使 用 复数 工具 . 知 cosg + ising = 二 ee， 如 图 1 所 示 . 此 时 我 们 将 (1) 式 左边 中 的 五 个 
w= ea7, Weie” = we(k EeN*). 和 角 按 其 顶点 关于 OM 对 称 这 个 关系 配 成 三 对 : 
f(n) — f(n+1) fm) > 2 -In3 = —0.198612289.… (大 
: n+l 10 
=In {1+ 二 |) 一 一 一 二 一 1 
( na (2 十 1)2 十 1 于 一 $) (ne€ IN*), 
1 ?2 十 工 
< 一 天 天- 一 一 一 一 一 一 可 见 (18) 式 比 定理 (17) 式 更 精确 . 
VV 1 十 1)2 十 1 
wnt Mh 1 最 后 需要 指出 的 是 : 由 于 本 文 的 不 等 式 加 强 
SL m+i?+1 了 文 首 (常态 下 的 ) 对 数 基本 不 等 式 , 因而 使 我 们 
n 原本 认 知 的 相关 不 等 式 (在 很 大 程度 上 ) 得 以 (很 
化 为 精确 的 ) 相关 的 加 强 ; 这 不 仅 体现 在 数学 竞赛 与 


fm 一 十 T < f+ 一 而 了 二 IT 初 数 研究 中 , 而 且 已 涉及 高 考 (例如 :推论 2 就 是 
据 此 , 不 难 知道 当 n 之 3 时 (18) 式 成 立 . 故 ”2010 年 湖北 理科 的 压轴 题 )、 对 高 等 数学 的 研究 

(18j 式 获 证 (本 文 的 诸多 结论 蕴 能 说 明 这 一 点 ) 等 , 但 原 抽 文 
下 (18) 式 易 知 : 为 此 开 个 先例 . 
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ZQ4s44 与 CQ4445、LQ424s 与 CQ4s41、 
《QA142 与 其 自身 . 





由 对 称 性 知 : LQ AsAh4 = 一 <@A4As 

一 人 .45440， 

则 ~Q4s44 十 CQ4445 

一 人 人 .4344Q 十 人 LG4445 = 人 434445. 

同 理 CQ@42>4s 十 CQ4s46 

一 人 4445Q 十 LQ4541 = 444541. 

而 AQ4i4s = 5Z4s4i Aho, 

上 面 三 式 相 加 得 这 五 个 角 之 和 恰 为 内 角 和 
的 一 半 , 即 满足 (1) 式 . 所 以 点 @ 符 合 条 件 . 

显然 , 这 种 配对 方法 对 一 般 情形 也 适用 . 这 
就 说 明了 轨迹 满足 纯粹 性 . 

(ii 完备 性 不 妨 设 正 % 边 形 4142.… A 的 
外 接 圆 半径 为 1. 现 将 这 个 正 多 边 形 置 于 复 平面 
中 : 其 中 心 O 置 于 原点 , 县 使 得 顶点 如 所 对 应 
的 复数 为 1 的 n 次 单位 根 w* (k = 1,2,.… , 1). 

又 设 点 @ 对 应 的 复数 为 z, 则 由 复数 知识 知 : 

2 一 急 
有 向 和 角 ~Q4k4k+1 对 应 复数 欢 = RF ok 
k 
Db 中 的 辐 角 
、 Z—w 2 一 他 
记 Jo = 元 和 二 

ZC— WwW” 


Dr (2) 
则 ZQA1h2z 十 LB@A2Ahs 十 … 十 CQ4n-14n 十 
LQ@An4n+1 对 应 f(z) 的 辐 角 . 


因此 , 若 点 Q 满 足 (1) 式 则 其 对 应 的 复数 z 必 
满足 : 存在 > > 0, 使 得 : f(z) = re” 2 "..……(3) 
下 面 我 们 将 (2) 式 化 简 . 由 引 理 1、2、3 可 得 : 





(z — wz 一 人 
fn I 
2 1 z*—1 


一 sie+Dr(w 二 1 一 3a 


元 
9n sin™” 一 6l 2 
no 


则 (3) 式 等 价 于 : 存在 7 > 0, 使 得 
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2 一 工 


。 人 .3 
2m sin™ 一 6i 3 
亿 





一 rei2 7. 


化 简 得 2* 一 1 = rei252r .on sin™ 一 ei 学 
= 227 sin” -eilen -Dr = 一 2?7 sin” 一 ， 

即 (3) 式 等 价 于 : 存在 7 > 0, 使 得 

一 1 一 2mnrgsinz ee ee (4) 

显然 有 1 一 277 sin” LeR. 

记 c= |1 一 2"rsin” 二 |, 则 c 为 非 负 实 数 . 下 
面 对 7 分 类 讨论 . 

(2) 当 7 = 





时 ， c= 0, 则 z = 0 满 


2m sin” 二 
足 条 件 . 此 时 点 @ 在 正 % 边 形 中 心 . 
(b) 当 0 <7 < 


mn 0 < ce<l, 
SIN 一 


+ 
2 一 WCeim™ 一 Vewr* (k = 1,2,… ,n). 注意 
到 0 < We < 1, 复数 ww 对 应 顶点 4x, 则 此 时 点 
Q@ 在 线段 OA (k = 1,2,.… ,n) 上 , 但 不 能 取 端 





1 
(c) 当 7 > 元 时 , C > 0, 2z"* = 一 c= 
2m sin 一 
ceir, 刚 z 二 Weeiw"™ .ei# = Yow .ei# (k= 


1,2,3,:… ,n)， 此 时 点 @ 在 将 射线 OAk (i = 1， 
2,-… ,n) 绕 点 O 旋 转 = 后 的 射线 上 (但 不 能 取 
点 O). 易 知 此 时 点 @ 即 是 在 去 掉 端 点 后 的 射线 
OM 上 (Mx 为 边 ApAk41 的 中 点 ). 

综 上 , 点 @ 必 在 线段 Oh; 和 射线 OMi; (i = 
1, 2,3, "0" ;%) 上 (但 不 含 顶 点 Ai). 

完备 性 得 证 . 


图 2 中 给 出 了 ?= 3、.4 时 点 @ 的 轨迹 . 





若 限制 点 忽 在 正 ? 边 形 肉 , 即 得 猜想 中 结论 . 
因此 狂想 成 立 . 
若 将 条 件 (1) 改 为 CQ@4x42z+C<QA4a4s 十 … 
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椭圆 内 一 个 圆 的 性 质 


226500 江苏 省 如 皖 市 教师 进修 学 校 徐 道 


众所周知 , 椭圆 有 四 个 顶点 , 顺 次 连结 这 四 
个 点 所 成 四 边 形 是 凌 形 , 此 荚 形 的 内 切 圆 在 椭 阅 
内 部 ,但 这 个 圆 与 椭圆 之 间 具 有 的 性 质 却 鲜 为 
人 知 , 本文 试 图 解决 这 一 有 趣 的 问题 

设 椭圆 的 方程 为 二 十 阁 =1(a>b> 0), 
则 其 四 个 顶点 分 别 为 4(a,0)、B(0,8)、A'(-a, 
9、 ,0， 一 b), 萎 形 4BA'B' 的 内 切 贺 z2 十 y 二 


+LQAn_1An+LQAnAnt1= Tn... (5) 

则 经 类 似 讨论 知 此 时 与 (和 ) 式 对 应 | 的 结果 为 : 
存在 > > 0， 使 得 2 = 1 27rsin”— 显然 有 
1 + 227 sin™ ERt+. 

记 c 一 工 十 2"7rsinn 二 > 1, 则 z = Weei 守 "7 
一 Yew" (i = 1, 2,.…- ,72). 注意 到 此 时 Yc > 1, 
w* 对 应 顶点 4k, 可 知 在 (5) 式 的 条 件 下 点 Q@ 必 在 
射线 OA; 上， 但 不 在 线段 OA: 上 ( 一 1,2,.- "， 








我 们 仍 以 正 五 边 形 为 例 用 配对 法 证 明 纯 粹 
性 ， 如 图 3 所 示 , 不 妨 设 Q@ 在 Ohi 的 延长 线 上 . 
与 定理 1 的 证 明 中 一 样 , 有 : 

LQAsAs 十 LQ4445 


一 人 .4s446 十 L@4445 = 人 .434445. 
LWA2As 十 4546 
一 人 人 .4445 避 + AVAsA1 = LAAsAsAl. 


性 质 1 直线 ! 与 棋 圆 加 =i(@>6b> 
0) 相交 于 至 、 Q@ 两 点 ， 若 枯 闹 中 心 O 到 直线 /的 距 


证 明 : “ 候 设 直线 A 可 设 直线 /的 


方程 为 y = kz 十 ?7 代入 三 十 现 = 1, 整理 得 
(02k? + b2)7? + 2a2mks Kg a 2 ca202 = 0. 


. 设 P(zi,Y1)、 Q(x2,y2), 则 有 


区 别 之 处 在 于 : 此 时 的 LO4 4 为 负 且 
414， = /0414。 一 不 三 AsA1A2 一 TT. 

上 面 三 式 相 加 得 这 五 个 角 之 和 比 正 五 边 形 
内 角 和 的 一 半 少 7, 即 满足 (5) 式 . 

显然 这 个 方法 对 一 般 情形 也 适用 . 

综 上 可 得 : 

定理 2 廿 正 % 边 形 的 顶点 41、A2、:…、4， 
(之 3) 按 逆 时 针 方 向 排列 ， 点 O 为 其 中 心 ， 
QQ4k4k+i < N*) 为 有 向 角 且 约定 以 顺 时 
针 方向 为 正 , 则 满足 (5) 式 的 点 @ 的 轨迹 为 射线 
OA1、O4A2、…、OAhn 在 该 正 n% 边 形 外 面 的 部 分 . 

如 果 把 定理 1.2 中 的 这 两 个 轨迹 合 起 来 , 即 
有 : 

定理 3 丁 正 n%w 边 形 的 顶点 A1、A2、….、A， 
om 之 3) 按 逆 时 针 方向 排列 点 O 为 其 中 心 ， 
<QAkAktri(k EN*) 为 有 向 角 且 约定 以 顺 时 针 
方向 为 正 , 则 满足 (1) 式 或 (5) 式 的 点 @ 的 轨迹 
为 正 n%w 边 形 4142…… 4 的 ?条 对 称 轴 (但 除去 顶 
点 4ii EN*). 
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202mk obk 
D122 二 "ya 即 
_ om — Qa2b? 和 —ab abk  ， 
?1312 一 han 十 KZ1 十 xX2) 十 m2 V a2k2 + bz—ab 
_ k2(a? m2 _ Q202) 90a27m2k2 ka /02 k2 十 b2—， /a2 十 bp2k2 
-arm mtr " VO 二 Py 一 obh 省 济 是 
m2b? 一 k2a2b? —Vok? + kVa? + bk? 
Ro (Va2k2+bi+kVait+ Dk) Vask2 + b2 .x 
. Viy2 _ m2b? 一 k2a2b? 1 +(kVa2k2+b2— Val+b2 ki)Va2k2 tb2 .9 
pr a (1) _ab(VooRT TB + kyar Dok) 
而 O 至 直线 PQ ; y = kz 十 mm 的 距离 为 —abk(kVo2k2 + 0 — Va + bk2)=0, 
j= -, 即 信 = m (Va + + kV + bk) 十 
VR + a2p2 和 十 1 (kVa2k2+0 — Va2tok2)y 一 ob. (52 十 1) 一 0. 
又 由 题 意 P- 55 十 05 故 有 由 于 (Va2k2+02 HhVaTtbaRD)?+ (khVakitba 
Fr _ — Va + 02Rk2)? = (a2k?2 + 62)(k? 十 1) + (k2+ 
CQ< 十 p 52 十 1 212Y 2\/1.2 2 
m2b? 一 k?2a2b? = —(a2m2 一 a2b?)... (2) Do 二 (oy J + die 
由 (1)、 (2) 得 (FRI a tb’ 
2 一 -1OPLOQ, LPOQ = J __% 
122 Va 


若 直线 ! 的 斜率 不 存在 ， gmLzoo- = 2 


性 质 2 直线 1 与 椭圆 二 =1(a>b> 
0 相交 于 全 、 驴 两 点 ， 0 为 定 回 中心 ， 在 CPOQ = 
5, 则 OO 到 直线 1 的 距离 d 为 定 值 二 二 i 


证 明 : 假设 直线 OP 的 解 府 本 在 , 可 设 其 方 


程 为 y = kzx (k > 0), 代入 方 + 绪 =1 中 ,得 
, ab 
(a2k2 十 b2)z2 一 a2b>. 。»。 江 二 ta 


ab abk 
于 是 可 设 P (nF i) 


1 
ab 2 (-#) 
2 ’ 2 ’ 
Q2 (下 +b2 ‘fo (- 虽 十 22 
即 Q ( abk ab ) 
Va + bk2" Va2 + bk2) 
“ 直线 P@ 的 方程 为 
Q 
Va + 


obk 加 ab 
Va2 十 b2k2 Va2k2+ 52 


若 直 线 OP 的 斜率 不 存在 ; 也 可 证 得 
[i 





Vet 

性 质 1、 性 质 2 可 统一 为 

性 质 3 直线 /与 椭 加 -3 b> 
0) 相交 于 P、 Q 丙 点 0 为 生 国 的 中 心 则 O 〇 到 
/的 距离 为 定 值 [十 而 的 充 要 条 件 是 人 POQ 
的 大 小 为 定 值 5， 


注 : 定 什 就是 蓉 形 4BA'B 的 内 
切 贺 的 半径 . 
由 性 质 3 易 得 : 
性 质 4 过 椭圆 中 心 作 两 条 相互 垂直 的 直线 ， 
与 椭圆 相交 于 四 点 , 顺 次 连结 这 四 点 所 成 蓉 形 的 
内 切 圆 的 学 径 时 定价 -。 
=l(o>b>0) 上 


性 质 5 在 椭圆 十 芒 
C2D2 


任 取 一 点 Di 过 六 丰 国 D， 22 十 2 一 ip 
的 切线 与 椭圆 交 于 另 一 点 D2, 过 Ds 作 圆 O 的 切 
线 与 椭圆 交 于 第 三 点 Ds, 过 Ds 作 贺 O 的 切线 与 
椭圆 交 于 第 四 点 D4a, 则 四 边 形 D1D。D3 Ds 是 攻 
形 , 加 OO 是 此 莱 形 的 内 切 贺 . 
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运用 图 形 旋转 解 题 的 思 
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随 着 新 课程 标准 的 实施 以 及 课程 改革 的 不 
断 深 入 , 其 基本 理念 对 近 几 年 中 考 数 学 命题 产生 
了 重大 影响 . 新 课程 标准 下 的 初中 数学 教材 , 增 
添 了 图 形变 换 的 问题 ;使 数学 更 贴近 生活 , 几何 
变换 思想 的 渗透 已 逐步 成 为 教学 中 关注 的 重点 ， 
并 在 近 几 年 的 中 考 、 竞 赛 试题 中 经 常 出 现 , 这 使 
得 数学 试题 的 解 题 方法 和 技巧 更 加 灵活 多 变 , 因 
此 在 平时 的 教学 中 教师 要 抓 住 三 种 基本 变换 的 
特征 和 基本 解 题 思路 来 指导 学 生 . 

旋转 是 几何 中 的 三 种 基本 变换 之 一 , 它 一 般 
先 对 给 定 的 图 形 (或 其 中 一 部 分 ) 进行 旋转 , 只 改 
变 图 形 的 位 置 , 而 不 改变 其 形状 大 小 , 使 几何 图 
形 重新 组 合 ,然后 在 新 的 图 形 中 分 析 有 关 图 形 
之 间 的 关系 , 进而 揭示 条 件 与 结论 之 间 的 内 在 联 
系 , 提供 解 题 思路 . 运用 图 形 旋 转 解 题 时 关键 是 
要 抓 住 图 形变 换 过 程 中 的 几何 不 变性 , 即 旋转 不 
变性 .数值 不 变性 等 . 它 不 仅 可 以 使 分 散 的 条 件 
相对 集中 起 来 , 为 题 设 和 结论 的 沟通 架 起 桥梁 ， 
而 且 还 可 以 拓展 学 生 的 解 题 思路 , 培养 学 生 的 创 
新 思维 能 力 . 

一 、 善 于 抓 住 图 形 旋转 中 的 不 变量 

图 形 旋 转 的 主要 特征 是 : 图 形 中 每 一 点 都 绕 
着 旋转 中 心 旋转 了 同样 大 小 的 角度 ,对 应 点 到 
旋转 中 心 的 距离 相等 , 对 应 线段 相等 , 对 应 角 相 
等 ， 图形 的 形状 与 大 小 没有 发 生变 化 ， 要 解决 
此 类 旋转 问题 除了 要 理解 旋转 的 定义 和 性 质 , 把 
. 旋转 的 定义 和 性 质 牢固 地 记 在 心中 之 外 , 关键 是 
要 善于 抓 住 图 形 旋转 中 的 不 变量 , 例如 和 角 、 线段 
等 , 利用 “旋转 后 对 应 点 与 旋转 中 心 的 连 线 所 成 
的 角 都 等 于 旋转 角 ” 和 “旋转 后 对 应 边 、 对 应 角 都 

不 变 " 的 性 质 解 题 . 

例 1 (2011 年 浙江 舟山 中 考试 题 ) 如 图 1 点 
4、B、.C、D、O 都 在 方 格 纸 的 格 点 上 , 若 人 COD 
是 由 人 和信 4AOB 绕 点 口 按 逆 时 针 方 向 旋转 而 得 , 则 
旋转 的 角度 为 pp ( ) 


(A) 30°; ®) 45°; 加 ) 135°. 


(Ou 90°; 





图 1 

[分 析 】 人 和信 COD 是 由 人 40B 绕 点 O 按 逆 时 
针 方 向 旋转 而 得 , 由 图 1 可 知 , <BOD 为 旋转 角 ， 
可 得 旋转 的 角度 为 90°. 

例 2 如 图 2, 在 平面 直角 坐标 系 中 , 点 4 在 
2Z 轴 上 , A4BO 是 直角 三 角形 ， 人 4PBO = 90°. 
点 BB 的 坐标 为 (1,2). 将 人 ABO 绕 原点 O 顺 时 
针 旋 转 90° 得 到 俯 A1B1O. 

(1) 求 点 4A1、B1 坐标 . 

(2) 连 结 BB1 交 A10 于 点 M, 求 全 的 值 








图 2 


[分析 】(1) 关 键 抓 住 图 形 旋 转 性 质 . B10O = 
BO, 旋转 角 LBOB1 = 90°, 410 = AO, Bi 
到 z 轴 的 距离 为 0, 到 y 轴 的 距离 为 BB 瑟 , 解 得 
A1(0, 5) B1(2, 1). 

(2) 由 于 旋转 不 改变 图 形 的 形状 和 大 小 , 则 
41PBIO = ALABO = 90°, LBOB, = 90°. 
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利用 图 形 旋 转 的 不 变性 , 探索 图 形 在 旋转 过 
程 中 的 有 关 规 律 , 让 同学 们 体验 图 形 旋转 变换 的 
性 质 , 提高 了 同学 们 的 空间 想象 、 规 律 探 索 、 推 
理 能 力 以 及 分 析 问 题 、 解 决 问题 的 能 力 . 

二 、 善 于 发 现 图 形 旋转 中 的 全 等 图 形 

图 形 的 旋转 变换 不 改变 图 形 的 形状 、 大 小 ， 
只 改变 图 形 的 位 置 , 故 解 题 时 可 充分 利用 图 形 的 
旋转 变换 的 这 一 特点, 去 寻找 和 发 现 图 形 中 的 全 
等 图 形 , 通过 线段 、 角 的 转换 达到 求解 的 目的 . 

例 3 (2011 年 湖北 荆州 中 考试 题 ) 如 图 3, 点 
忆 是 矩形 4BCD 下 方 一 点 , 将 APCD 绕 点 P 
顺 时 针 旋 转 60° 后 恰好 点 了 与 点 4 重合 ， 得 到 
APZ4, 连结 了 DB, 间 人 4BE 是 什么 特殊 三 角 
形 ? 请 说 明理 由 . 

D A 


Q 
by 


P 
图 3 

【分 析 】 根据 旋转 的 性 质 , 图 形 的 旋转 是 图 
形 上 的 每 一 点 在 平面 上 绕 某 个 固定 点 旋转 固定 
角度 的 位 置 移 动 , 其 中 对 应 点 到 旋转 中 心 的 距离 
相等 , 旋转 前 后 图 形 的 大 小 和 形状 没有 改变 , 根 
据 图 形 求 出 旋转 的 角度 , 即 可 得 出 三 角形 的 形状 . 
例 4 (河北 中 考试 题 ) 如 图 4, 一 等 腰 直 角 三 
角 尺 GEF 的 两 条 直角 边 与 正方 形 ABCD 的 两 
条 边 分 别 重 合 在 一 起 . 现 正方 形 4BCD 保持 不 
动 , 将 三 角 尺 GEF 绕 斜 边 BF 的 中 点 O( 点 O 也 

是 BD 中 点 ) 按 顺 时 针 方 向 旋转 . 


D(F C 


A(G) B(E) 
图 4 


(1) 如 图 5, 当 忆 FF 与 4B 相 交 于 点 诉 , GF 与 
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BD 相交 于 点 性 时 , 通过 观察 或 测量 BM, FN 
的 长 度 , 猜想 BM, FN 满足 的 数量 关系 , 并 证 明 
你 的 猜想 ; 





(2) 车 三 角 尺 GEF 旋 转 到 如 图 6 所 示 的 位 置 
时 , 线段 的 延长 线 与 4B 的 延长 线 相 交 于 点 
M, 线段 BD 的 延长 线 与 GF 的 延长 线 相交 于 点 
N, 此 时 , (1) 中 的 猜想 还 成 立 吗 ? 若 成 立 , 请 证 
明 ; 车 不 成 立 , 请 说 明理 由 . 

【分 析 】 本 题 主 要 考查 旋转 图 形 的 性 质 , 解答 
时 应 着 眼 于 图 形 的 旋转 不 变性 来 探索 线段 之 间 
的 变化 规律 . 对 于 (1) 问 , 经 测量 后 可 知 BM = 
FN, 然后 利用 三 角形 全 等 证 明 即 可 ; 对 于 (2) 
闻 , 要 明确 在 继续 旋转 的 过 程 中 , 虽然 AOBM 
和 和 作 OFN 都 发 生 了 变化 , 但 二 者 之 间 全 等 的 关 
系 没 变 , 故 结论 成 立 . 

图 形 的 旋转 变换 是 把 平面 内 的 某 个 图 形 绕 
定点 (旋转 中 心 ), 按 一 定 的 方向 旋转 一 定 角度 ( 旋 
转角 ) 构造 出 新 的 图 形 , 可 以 利用 旋转 后 的 图 形 
形状 、 大 小 都 没有 发 生 改 变 这 一 特征 , 找到 解 题 
途径 . 

三 、 善于 利用 图 形 旋 转 将 分 散 元 素 集 中 

在 解 题 过 程 中 , 我 们 会 遇 到 各 种 各 样 的 疑难 
问题 , 题目 的 条 件 比较 分 散 , 线段 、 角 、 图 形 的 面 
积 又 不 在 同一 个 图 形 中 , 这 时 可 以 认真 分 析 图 
形 和 条 件 是 否 有 下 面 一 些 特殊 情况 : 与 等 腰 三 角 
形 有 关 的 问题 , 常 取 顶 角 的 顶点 为 旋转 中 心 作 旋 
转变 换 ; 与 正三 角形 (或 正方 形 ) 有 关 的 问题 , 常 
可 利用 正三 角形 (或 正方 形 ) 的 特性 作 旋转 变换 ; 
与 圆 有 关 的 问题 , 常 取 圆 心 为 旋转 中 心 作 旋转 变 
换 . 通过 这 些 旋转 变换 带 来 新 的 全 等 形 、 相 等 的 
线段 ,相等 的 角 等 等 , 从 而 将 已 知 条 件 相 对 集中 ， 
以 利于 问题 的 解决 . 

例 5 如 图 7, 点 已 是 等 边 A4BC 内 的 一 点 ， 
PB = 2, PC = 1, DBPO = 150°, 求 PA 的 长 
度 . ， 
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[分 析 ] 图 形 中 PA、PB、 PCO 三 条 线段 是 绕 
点 P 向 外 哇 放 射 状 , 条 件 十 分 分 散 不 易 直 接 求 出 
PA 的 值 , 如 何 将 PA4、PB、 PC 集中 在 一 个 三 角 
形 中 , 这 是 解决 本 题 关 键 . 由 于 人 4BC 是 等 边 三 
角形 , 所 以 将 人 A4CP 绕 点 C 按 逆 时 针 方 向 旋转 
60° 到 和 BCD 的 位 置 , 则 PA4 = BD, 连结 PD， 
这 样 把 PA、PB、PC 和 集中 到 一 个 人 人 BPD 中, 问 
题 妈 可 解决 . 

例 6 如 图 8, 在 人 4BC 中 , LZ4CB = 90°， 
4C = BC', M、N 为 4B 上 的 两 点 , 目 满足 4NM2 
十 BN? 一 MN?, 求 ZMON 的 度数 . 

C 





A M N BB 
8 
【分 析 】 因为 题目 所 给 的 条 件 AM、 BN、 
MN 三 条 线段 在 同一 条 直线 上 , 并 且 满 足 AM? 
+ BN? = MN?, 那 我 们 想 想 , 在 什么 样 的 三 
角形 中 满足 两 条 边 的 平方 和 等 于 第 三 条 边 的 平 


方 ? 当然 只 有 在 直角 三 角形 中 , 运用 勾 股 定理 、 


可 得 . 因此 我 们 必须 把 线段 4AM、BN、MN 想 
办 法 转移 到 一 个 直角 三 角形 中 , 去 探索 它们 之 间 
的 关系 , 因为 题目 条 件 中 , <4CB = 90°, 4C = 
PC A4PBC 是 等 腰 直 角 三 角形 , 所 以 把 人 BCN 
绕 点 C 按 顺 时 针 方 向 旋转 90° 到 人 和信 4ACD 的 位 置 ， 
连结 DM, 运用 勾 股 定理 的 道 定理 , 及 三 角形 全 
等 知识 , 即 可 求 <MCN 的 度数 . 

例 7 如 图 9, 等 腰 直 角 三 角形 4BC, LABC 
二 90°, 4B = aO 为 4C 中 点 ,LEOR = 45°. 
求 当 妃 、 开 分 别 在 4B、 BC 上 运动 时 , 人 BEF 周 
长 与 a 的 关系 . 
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B FF G CG 
图 9 

【分 析 】 过 点 OO 作 OG 上 OEB 交 BC 于 点 
G, 可 得 和 人 COG 人 和 BOE,AEFOSSAGFO, 
得 BB = GO, EF 一 GF.，:。 人 BEF 的 周 长 
为 a. 

例 8 如 图 10, 正方 形 ABCD 中 , EB 为 BC 
上 一 点 , 玉 为 CD 上 一 点 . 如 果 BE-+DF = EF, 


求 ZEB4F 的 度数 . 
A D 


J 
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【分 析 ] 在 题 中 没有 给 出 具体 线段 的 边 长 , 只 
有 三 条 线段 的 长 度 关系 , 条 件 分 散 , 学 生 拿 到 题 
目 往往 束手无策 但 是 如 果 将 线段 DFF 移 到 与 
BE 一 直线 上 , 就 有 线段 DE = EF, 条 件 相 对 
较为 集中 . 将 人 ADF 绕 点 和 4 顺 时 针 旋 转 90°, 点 
DD 与 点 BB 重合 , 点 了 与 点 重合, 这 时 F'EB = 
EF, 人 AF'Eg 八 AFE. 利用 旋转 角 90°, 得 出 
LEAF = 45°. 
通过 以 上 例题 的 详解 和 探究 , 使 我 们 进一步 
了 解 了 图 形 的 旋转 变换 由 旋转 中 心 . 旋 转角 和 旋 
转 方向 所 决定 , 旋转 前 后 两 个 图 形 对 应 点 到 旋转 
中 心 的 距离 相等 , 对 应 点 与 旋转 中 心 的 连 线 所 成 
的 角 彼此 相等 , 旋转 前 后 的 图 形 全 等 . 
我 们 得 出 旋转 变化 解 题 的 一 般 规律 : 
1. 旋转 前 提 ， 当 题目 的 图 形 是 等 边 三 角形 、 
等 腰 直 角 三 角形 、 正方 形 时 , 所 给 的 条 件 十 分 分 
散 , 需要 我 们 计算 边 、 角 ,面积 , 此 时 ， 又 很 难 求 
解 , 可 以 考虑 用 旋转 变换 解 题 . 


2. 旋转 的 角度 . 当 题 目 图 形 是 等 边 三 角形 、 
(下 转 第 5-31 页 ) 
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不 等 式 ez > x 十 1 和 ln(x 十 1) < x 的 应 用 
224600 江苏 省 响 水 中 学 高 数组 魏 立 国 
不 等 式 a? + b? > 2ab 早 已 上 有 有 大量 的 研究 结 和 欲 证 zu <3, 即 一 “< <3 
果 , 而 不 等 式 e 这 2 十 1 和 ln(z 十 1) & xz(z> 


一 了 的 应 用 却 很 少 有 人 研究 . 其 实 后 面 这 两 个 基 
本 结论 , 在 有 些 不 等 式 放 缩 中 所 起 的 作用 起 是 妙 
不 可 言 , 本 文 将 试图 通过 案例 来 说 明 它 在 不 等 式 
放 缩 中 的 应 用 . 

一 、 不 等 式 e” > 2 十 1 和 ln(z 十 1 的 
证 明 

对 于 er > z 十 1 的 证 明 , 只 须 构 造 函 数 4(z) 
一 ez 一 和 一 1 则 Y(z) 一 ez 一 工 . 

令 b(Z) = 0, 则 z = 0. 因为 z E (一 00,0)， 
$2) < 0iz E (0co), 由 (Z) > 0, 所 以 内 2Z) 之 
$(0) 二 0, 即 证 得 ez 之 XY 十 1. 

对 于 ln(z 十 1) < zx 的 证 明 , 只 需 当 z 十 1 > 
0 时 , 对 ef > Z 十 1 两 边 取 对 数 即 可 . 显然 , 这 两 


个 不 等 式 本 质 上 是 相通 的 . 

二 、 应 用 案例 

案例 1 给 定数 列 {zn}, 其 中 zi = ca Zn+l 
= er = 1,2,…), 求证 : 如 果 a > 3， 


1 
当 ? 之 3 时 , : 必 有 Zn+1 < 3. 
lg 4 ~ 
3 
这 道 题 是 1984 年 高 考 第 8 题 第 (3) 小 题 ， 
2009 年 6 月 高 考 前 , 笔者 为 了 让 学 生 领 略 一 下 反 
证 法 证 明 的 精妙 , 特 选 此 题 , 让 同学 们 思考 . 同 
学 甲 说 ， 先 用 不 动 点 法 ， 求 Zn+1， 邯 
Tn 





Zn 十 1 2(zZn — 1) 2 
mnm 十 1 一 2 加 2 _D (Zn 一 2)2 
2(zn 一 1) 
四 Q2” 
(21—2)2 (一 2)2” 
Zn+l 一 


也 就 是 要 证 1 一 2 < 5- 


往 下 怎么 做 ， 间 学 各 做 不 下 去 了 ， 笔者 也 认 


为 不 好 做 , 正 想 准备 收场 , 来 展示 一 下 反 证 法 的 
精妙 之 处 ， 同学 忆 资 用 老师 总 结 过 的 ez 之 2 十 


1 可 以 得 (2) <e3x2", 即 要 证 e-~- 





1 ont1 | 1 ont1 
一 ,一 一 < n=~,& < 了 3 


[#8 
> I 饥 也 


lg 一 


3 
多 了 多 十 1 
ga<3x (4) , 即 要 证 3 x ($) < 人 一, 即 


© 
账 
3 
V 
li 
型 
9 
xX 
~ 
[| 
DI 
车 
人 
| 
并 
疾 
可 
| 这 
人 


2 、 
m3’ 也 就 是 lIn9 < 3, 显然 成 立 . 


& 


回 当 n = 1 时 , 由 1 之 一 4,a > 3, 得 4 > 
2n 六 2 
“> 3 而 (1-2) = (1-2) < 工 < 
5， “pl < 3. 


同学 乙 能 从 正面 做 出 来 , 这 是 笔者 始 料 未 及 
的 . 可 以 说 这 位 同学 已 把 ez > z 十 1 运用 得 出 神 
入 化 ， 

说 明 : 案例 1 的 关键 在 于 如 何 把 1 一 ”放大 
为 “e-#”, 即 把 皂 十 2” 型 放大 为 “e*” 型 . 这 一 过 
程 说 明 同 学 乙 真正 把 e” > 2 十 1 结论 用 活 了 . 这 
个 案例 也 告诉 我 们 , 老师 要 相信 学 生 , 学 生 的 潜 
力 是 巨大 的 . 

案例 2 〈2008 年 江苏 省 姜 寺 中 学 最 后 一 沧 
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压 辅 题 ) 已 知 函 数 ,jz) = ez -zz(e 为 自然 对 数 
的 底数 ). 

(1) 求 f(x) 的 最 小 值 . 

(2) 设 n E IN*， 探究 2 
的 值 , 并 证 明 你 的 结论 ， 

分 析 : (1) 由 f(x) 一 er 一 2, 即 jz) > |， 

(2) 该 小 题 看 上 去 无 法 下 手 , 其 实 , 一 道 压轴 
题 的 前 面 小 题 , 往往 就 是 后 面 小 题 的 阶梯 , 当 你 
无 法 入 手 的 时 候 看 能 否 利用 前 面 小 题 . 第 (1) 小 
题 的 实质 , 就 是 ez 之 7 十 1. 对 通 项 (2) 如 何 
使 用 ez 之 YX 十 1 呢 ? 只 要 根据 不 等 式 的 基本 结构 
对 号 入 座 . 因为 通 项 中 根本 没有 e， 所 以 只 能 在 
谁 是 1 十 Z 上 下 功夫 ， 底数 是 一 ， 指数 是 nn, 究 况 
谁 写 成 1 + T， 只 能 试 二 看 - 

太一 多 


如 把 < 写 成 1+“ 一 了, 则 人 )- (+ 
ni 多 从 
< (ee 如 =ekm (Re N*), 你 会 立刻 意识 到 
原来 的 和 式 可 放 缩 成 等 比 数 列 前 ?项 和 . 


各 把 (上) 放 绾 成 (二) 


和 】 的 台数 部 分 








k—1l+l\” kl\™ 

或 (一 一 ) < (与 ) , 
对 解 题 邦 没 有 什么 实际 意义 . 

让) < 总) 
= >) ex 一 en) 十 … 十 e 开 十 1 
天 一 】 1 

工 一 去 1 e 
。 马 
-一 < 一 I <2 

,8 no 所 
二 > 1, 

~ 亡 a) 

(2) 整数 部 分 为 1 


说 明 : 案例 2 的 关键 是 要 关注 第 一 小 是 ,要 
有 对 不 等 式 e” 之 2 十 1 应 用 的 意识 , 即 把 “~” 写 


成 形式 中 十 2”， 事实 上 , 本 题 在 分 析 过 程 
中 , 足以 看 出 e 之 wz 十 1 的 作用 . 
案例 3 (2008 年 江苏 省 响 水 中 学 最 后 一 郑 


压轴 题 ) 求 证 : ye < 人 = 十 1.3 (n € N*). 








分 析 : 本 题 用 oe* > = 十 1 没有 用 ， 用 数学 
归纳 法 也 不 容易 找到 从 m = 有 成 立 到 m = 十. 
1 也 成 立 的 因果 关系 . 对 于 基本 不 等 式 也 很 难 找 
到 解决 问题 的 切入 点 . 这 时 候 我 们 就 想 能 否 通 
过 构造 画 数 , 把 离散 型 变 为 连续 型 , 利用 导数 去 
研究 ， 由 WE 二 6， 在 构造 函数 时 , 可 以 把 二 看 
成 这 样 可 减少 求 导 后 的 繁琐 运算 

令 G(z) = ez -z- 气 - 1.3, z € (0,1]. 
yy(z) = ez 一 1 一 z, 易 得 风 (z) > 0， 

“$72) 入 0) 一 e 一 1 一 5 一 1.3 

一 e 一 2.8 < 0. 

Ci € (0,1), .. $(n) < 0, 
"Ye < ! 十 1.3. 
说明 案例 3 的 关键 在 于 学 会 构造 合适 的 画 


数 , 在 求 导 过 程 中 , 巧 用 了 不 等 式 ez 之 2 十 1. 
案例 4 (2011 征 消 华 大 学 自主 招生 试题 ) 已 


知 函 数 f(z) = 一 22_,f(1) = 1 1 (3 )= 2 


令 2 





Q0 b 

1 一 Ss nt = f(xn). 

(1) 求 数列 {zn} 的 通 项 公式 ; 

(II) 证 明 x122:… 
分 析 : 仅 分 析 第 四 小 题 ， 由 6 可 和 Zn 一 

二 2n21T 二 1， 要 证 明 zZiz2 . …… Zn+l > 二 ， 


, 也 就 是 要 证 


7177 ntl 
二 


“Tn+l1 > 天 


27— 
期 证 e > 


已 > 





1 
> tt) 
1 
由 in(1 十 xX) < zx, 得 1 > ll 十 . 


“… 原 命题 显然 成 立 . 
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说 明 : 案例 4 的 关键 是 将 代数 式 In ( 1 十 了】 

+ (1+ 击 +…+In (1+ 元 ) 使 用 了 不 等 

式 ln(i 二 z) < z 进 行 放 缩 , 让 一 道 清华 大 学 自主 
招生 数学 难题 , 显得 平淡 无 奇 

案例 5 《2008 年 全 国 高 考 湖 南 卷 第 21 古 ) 


已 知 函 数 Flz) = ln2(1 二 z) 一 Tz 
(1) 求 函数 f(z) 的 单调 区 间 . 


n+ 
(2) 若 不 等 式 | 1 十 > < e 对 于 任意 的 


2 € N* 都 成 立 ( 其 中 e 是 自然 对 数 的 底数 ), 求 a 
的 最 大 值 . 

分 析 : (1) 本 题 最 常规 的 解法 对 f(x) 求 导 ， 

由 fr(z ) = 2+D _ 27 + 72 
工 十 艺 (1 + 2)2 

2 二 + 二]nL 二 DZ) 一 27 一 2 

本 (1 + 2)? . 

令 2(1+zZ)n(1L+z) 一 2 一 22 = 0(x > —1). 
但 解 这 个 方程 , 几乎 无 法 入 手 , 是 不 是 这 个 方程 
无 法 用 初等 方法 解 呢 ? 现在 不 能 下 这 一 结论 . 至 
少 说 很 难 解 , 此 时 , 我 们 应 该 换 位 思考 , 是 不 是 
P(z) = 0 根本 就 没有 根 , 这 一 想法 是 错误 的 , 因 
为 , 我 们 一 眼看 出 0 就 是 它 的 一 个 根 , 那么 是 不 
是 只 有 一 根 为 0 呢 ? 是 否 还 有 其 他 的 根 呢 ? 显然 ， 
接 下 来 的 工作 , 必须 研究 p(x) = 2(1 十 x)in(1 十 
7X) 一 27 一 22 的 单调 性 . 

$7) =2In(z+1)+2—2—27 一 20n(z 十 
1) 一 Zz]. 由 n(x 十 1) < 7X 可 知 , 办 人 z) < 0, 而 
$0) = 0, 

“ 当 Z € (一 1,0) 时 , gz) > 8(0) = 0, 当 
x € (0,00) 时 , g(z) < $(0) = 0. 

“ 当 Z E (一 1,0) 时 , f(z) 单 调 递 增 , 当 x 6 
(0, co) 时 , f(z) 单 调 递 减 . 

(2) 咯 . 

案例 6 〈2008 年 全 国 高 考 山 东 卷 第 21 题 ) 





2 


WA 


(上 接 第 5-28 页 ) 
等 腰 直 角 三 角形 、 正方 形 时 ， 一 般 旋转 60?、45?、 
90°. 
3. 旋转 后 , 进一步 将 图 形 优 化 整合 , 运用 所 
学 知识 求解 , 达到 解 题目 的 . 
参考 文献 
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已 知 通 数 f(x) = (a a 二 aln(x 一 1), 其 
中 mn €E N* ,a 为 常数 . 

(1) 当 n = 2 时 , 求 函 数 了 (x) 的 极 值 . 

(2) 当 o = 1 时 , 对 任意 正 整 数 n, 当 z > 2 
时 , 有 f(x) 2 一 1. 

下 面 只 分 析 第 (2) 小 题 . 当 o = 1 时 , f(x) = 
Ta 二 jn(z 一 1), 欲 证 Fz) < zx 一 1, 即 证 
rs + he 7X—1. 

“X22,.. In(z—1)=Inl(z—2)+1)< 
5 一 2, 即 证 寺 一 yx 1 而 z 之 2, 显然 成 立 . 


说 明 : 对 和 于 索 例 5 利用 导数 判断 函数 单调 性 
的 时 候 , 不 等 式 In(z 十 1) < z 起 了 决定 性 的 作 
用 . 对 于 案例 6 第 (2) 小 题 , 如 果 我 们 脑 中 有 不 等 
式 In(z 十 1) < ZX 这 一 基本 模型 , 当 看 到 n(x 一 1) 
就 会 立刻 意识 到 jn(z 一 1) < zz 一 2, 那么 ,第 (2) 
小 题 就 显得 非常 简单 . 

三 、 案 例 反 思 

1. 从 上 面 案 例 可 以 看 出 , 解决 问题 最 关键 的 
地 方 都 是 使 用 了 不 等 式 e 之 xz 十 1 和 n(x 十 1) < 
Z. 而 之 十 1 二 > jn(2 十 世 和 2 十 1 > 
0), 所 以 我 们 可 以 说 它们 是 多 题 一 解 , 是 一 个 具 
有 普 适 性 的 思考 规律 . 

2. 要 提高 学 生 的 思维 水 平 , 有 必要 引领 学 生 
探索 发 现 常见 的 .具有 普 适 性 的 思考 规律 有 助 
于 学 生 解 题 少 走 弯路 , 更 好 更 快 地 找到 解 题 捷径 . 

3. 教师 要 注重 在 课堂 教学 中 将 自身 是 如 何 
看 待 问题 , 又 是 如 何 找 出 解决 问题 的 办 法 这 一 思 
维 过 程 展示 给 学 生 , 使 学 生理 解 和 认识 知识 发 生 
和 发展 的 必然 的 因果 关系 , 从 中 领悟 到 思考 、 分 
析 和 解决 问题 的 思想 方法 和 步骤 , 培养 和 提高 学 
生 思 维 的 能 力 . 
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也 侯 一 类 根 式 和 的 取 值 范围 


253500 山东 省 陵 县 第 一 中 学 高 国 军 


问题 1 设 a > 0, <0, 且 %:c > 0，.d, 求 酒 
数 f(z)=Var+bivcet+dr (2 XS 一 了 
的 值 域 . 

文 1 运 用 三 角 变 换 巧 妙 地 解决 了 这 类 无 理 
函数 的 值 域 , 体现 出 这 种 方法 在 解 题 中 的 优势 ， 
但 笔者 认为 : 实现 快速 、 准确 地 对 zx 进行 三 角 换 
元 操作 , 显得 不 太 目 然 , 还 需 用 一 定 的 时 间 不 断 
尝试 探索 , 文中 , 作者 从 代数 层面 给 出 了 解 
决 该 问题 的 两 种 方法 , 让 笔者 回味 无 穷 , 情趣 悠 


生 . 文 叫 . 文 邮 所 使 用 的 数学 思想 方法 和 人 解 题 - 


技术 都 体现 出 了 数学 美 , 都 从 代数 角度 很 好 地 分 
析 和 解决 了 该 问题 . 下 面 笔者 运用 换 元 , 通过 数 
形 结 合 来 解决 该 问题 , 展现 其 数学 美 . 

分 析 : 在 文 出 中, 该 问题 的 处 理 是 通过 尝试 
去 掉 含 变量 z 的 根 号 形式 , 进而 引入 sin 9, cos8 
的 辅助 角形 式 ， 怎样 才能 让 解 题 思路 来 得 自然 
一 些 呢 ? 我 们 不 妨 直 接 实 现 去 根 号 , 引入 新 变量 
的 操作 , 令 % 二 Vax 十 Du = Ve 十 dx, 则 十 
4 一 2 即 v 一 一 《十 y, 可 大作 v 关 于 久 的 目标 函 


数 , 则 在 求 斜 率 为 一 1 的 直线 的 纵 截 距 y 的 最 大 


值 和 最 小 值 , 如 果 能 够 再 找 出 和 ?的 二 次 方程 
的 约束 条 件 , 并 探寻 到 其 在 vOvw 坐标 平面 内 所 表 
示 的 几何 图 形 , 该 问题 便 迎 刃 而 解 . 

解法 : 令 人 = Vaz 十 bb 一 Vec+adx(w 之 
0,v 之 0), 则 ww +» 二 y, 即 v = 一 4 十 y. 又 知 ， 
2 一 wb_v 一 人 整理 得 @ : v2 一 du? = 
ac 一 bd, 因为 ac bd > 0,4a > 0d < 0, 所 以 


- - 1 人 


ac— bd + ac—bad 








—d a 
(1) 当 a = 一 d, 即 a 十 4 = 0 时 , 十 = 
b+ ce, (vu > 0,%v > 0). oat 人 
由 -2 < z < 一 5 知 b+c > 0 在 平面 
直角 坐标 系 vOv 中 ，@ 式 表 示 以 (0, 0) 为 贺 心 ， 


V6 二 6 为 半径 的 第 一 象限 的 了 四， 如 图 1 所 示 ， 
由 ?三 一 & 十 9 可 知 ， Ymin = VD 十 cymax = 
V2(b+ oe). 


oO 也 


图 1 
(2) 当 a > --d, 即 a 十 d > 0 时 , 在 平面 直角 
坐标 系 wOv 中 ,@ 式 表 示 以 (0, 0) 为 中 心 , 焦点 
在 4 轴 上 第 一 象限 的 了 椭圆 . 如 图 2 所 示 , 由 = 


一 公 十 1 可知 ， 了 一 V 一 4/C 一 < 
Vmax 为 直线 与 z 杭 圆 相 切 时 的 直线 的 纵 截 上 距 , 由 


色 十 包 一 2 消去 得 ( a) 2 
vv 得 (a 一 dhvu2 一 
av2 一 du? = Qc — bd, 
2ay :UV 二 ay2 一 ac 十 bd 二 0. 令 入 =0, 得 


y= +t4/ (a —). (2-35); 


a 





所 以 zax = (a — dd): 


也 v 
OO vu 0 妈 
图 2 图 3 


(3) 当 a < 一 d, 即 a 十 dd < 0 时 , 在 平面 直角 
坐标 系 wOwv 中 ，Q@ 式 表示 以 (0, 0) 为 中 心 , 焦点 
在 " 轴 上 第 一 象限 的 二 椭圆 如 图 3 所 示 , 由 % = 


ac— bad 
一 4 二 9 可知, ymin 一 4/ 一 一 一 = /5 一 字 , 由 
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(2) 中 ymax 的 处 理 , 同 理 可 得 


b 
ymax = 4/ (a — a)- (2 一 引 ) 
综 上 述 ， f(z) 的 值 域 为 [ymin, ymax]; 计 


匡 


可 见 , 掌握 数 形 结合 , 是 我 们 开拓 数学 新 思 
维 的 视角 , 是 研究 数学 问题 的 有 效 途 径 ; 运用 数 
形 结合 , 可 使 复杂 问题 简单 化 , 抽象 问题 具体 化 ， 
能 有 效 地 把 抽象 思维 与 形象 思维 进行 完美 结合 . 

针对 问题 1, 笔者 进一步 改进 整合 发 现 , 运用 
数 形 结合 思想 可 实现 深层 次 的 拓展 归纳 , 去 体现 
数学 美 . 

间 题 2 设 @ > 0,4d <0, Boa:c> 5b- 
dm .mn 关 0. 求 函数 f(z) = ?mVaz 十 D 十 
nVet+ dr (~ <r< -5) 的 值 域 ( 注 : m = 
1,n 二 1 时 , 该 问题 为 问题 1). 

解法 : 令 以 二 mvVaz 十 Du 一?Vc 十 dz, 则 
公 十 一 2 Bhw = 一 以 十 yy. 








2 
一 :i 位 "了 7 
又 知 2 十 7 二 Qc 一 bd, 即 
2 2 | 
2(ac 一 bd) + nilac—bd) ~ 
—d a | 


2 
(1) 当 二 = 元， 即 am2+dn? = 0 时， @ 式 


7 - 
表示 以 (0, 0) 为 较 心 ， Wee- 为 半径 的 


员 |. 
(iD 当 m > 0,n > 0 时 ， 表示 第 一 象限 的 了 
网 ; | 
4 

现 ; 


(ii) 当 m < 0,n < 0 时 , 表示 第 三 象限 的 二 


(iv) 当 m > 0,n < 0 时 , 表示 第 四 象限 的 了 


网 ; 


四. 
如 图 4 所 示 . 
m2 nz? 
2) 当 一 = > 一 ， 即 am? 十 Ca2 > 0 时 ， 


式 表 示 以 (0, 0) 为 中 心 , 焦点 在 u 轴 上 的 三 椭 加 


让) 当 m < 0,n > 0 时 , 表示 第 二 象限 的 二 
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(iii) (iv) 
图 4 . 
外 当 m > 0,n > 0 时 , 表示 第 一 象限 的 二 机 
圆 ; 
的 当 m < 0,n > 0 时 , 表示 第 二 象限 的 2 
椭圆 ; | 1 


(过 ) 当 mm < 0,n < 0 时 , 表示 第 三 象限 的 = 
椭圆 ; 

(iv) 当 m > 0,n < 0 时 ， 表示 第 四 象限 的 
椭圆. 

如 图 5 所 示 ， 


他 好 
OO C ~ 寻 


4 


4 
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2 2 
(3) 当 二 < 到， 即 am? 十 dn? < 0 时 ， 轿 
式 表示 以 (0, 0) 为 中 心 , 焦点 在 v 轴 上 的 椭 贺 . 


由 (2) 知 ， 所 得 四 个 象限 内 的 图 像 如 图 6 所 


不 . 
VY VY 


(i) 


(iv) 





问题 2 的 三 种 情况 中 , 每 个 图 像 的 求 值 域 广 
法 同 问题 1. 另外 , 问题 2 中 , 当 m.n < 0 时 , 函 
数 J(z) =mVazT5+nVeTdz 在 |-2,-S 
内 是 单调 函数 , 可 通过 单调 性 解决 值 域 问题 , 这 
里 不 再 奖 述 

为 更 好 地 理解 用 数 形 结合 思想 解决 问题 1 和 
问题 2, 下 面 笔者 举 出 两 例 , 以 供 参考 (其 他 方法 
不 再 装 述 )， 

例 1 求 函数 y = Vz 一 5+ V9 一 5 的 值 域 

解 : 令 凡 = Vz 一 5,v = 二 V9 一 x， 


v= ut yy, 
则 4 沁 十 v2 二 4 
以 之 0,v 之 0. 


如 图 7 可 知 Wmin 一 2, Ymax 一 2V2, 所 以 该 
函数 的 值 域 为 [2, 2V2]. 





例 2 求 函 数 y = 3VZz 一 5 十 4V3 一 2 的 值 


解 : 令 公 =3VI 一 5 一 4V9 一 7， 
4 一 一 公 十 9， 
2 2 
56 一， 
之 0,v 之 0. 
如 图 8 可 知 ymin 一 6. 


VY 一 一刀 十 2/ 
| v2 v2 消去 v 得 


本 ? 


100u? — 72y .w+ 36y? — 2304 = 0. 

令 A = 0, 得 y = 土 10, 所 以 ymax = 10, 所 
以 该 函数 的 值 域 为 [6, 10]. 

在 近 几 年 高 考试 题 及 高 中 数学 联赛 试题 中 ， 
笔者 发 现 了 涉及 此 类 函数 模型 的 试题 , 如 : 

(2008 年 高 考 数 学 重庆 卷 理科 第 4 题 ) 已 知 函 
数 y = 二 V1 一 2 十 Vz 十 3 的 最 大 值 为 MM, 最 小 值 


为 m， 则 地 的 值 为 ee ( ) 
CA) (B); 
Va. | V3 


(2005 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 使 关于 x 的 
不 等 式 Vz 一 3 十 V6 一 2 之 上 有 解 的 实数 的 最 


大 信和 是 ……… ( ) 
(A) V6 — v3; (B) v3; 
(C) V6 + V3; (D v6. 


可 见 , 涉及 此 类 函数 模型 的 数学 问题 , 本 文 
的 数 形 结合 思想 能 够 对 其 起 着 导向 作用 ， 当然， 
这 两 个 题 的 解法 很 多 , 这 里 不 再 装 述 . 

第 卡尔 曾 说 :“ 通 过 持续 不 断 的 思维 活动 , 观 
察 它们 , 深入 考虑 它们 的 相互 关系 , 这 样 做 是 有 
益 的 , 我 们 的 认识 将 因此 而 愈加 真实 , 我 们 的 思 
想 也 将 因此 而 更 加 开阔 .* 可 见 , 研究 一 类 数学 问 
题 , 只 要 我 们 从 不 同 角度 、 用 不 同 思维 方式 持续 
地 思考 和 感悟 , 就 能 找到 合理 的 思维 起 点 , 完成 
解 题 突破 . 
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变换 视角 再 探 一 道 立 体 几 何 惑 


410007 湖南 省 长 沙市 十 五 中 厉 佛 


例 1 (2011 年 高 考 全 国 卷 理 科 第 19 题 ) 如 
图 1, 四 棱锥 8 - ABCD 中 , AB//CD, BC 上 
CD, 侧面 $4B 为 等 边 三 角形 , AB = BC = 
2,.CD = SD=1. 

中 证 明 : SD 上 平面 $4B; 

(了 DD 求 4B 与 平面 SBC 所 成 角 的 大 小 


B 
图 1 

文 叫 给 出 了 标准 答案 , 文 轨 又 用 传统 的 几 
何方 法 和 坐标 向 量 方法 进行 了 探究 , 笔者 受益 菲 
浅 , 然而 也 觉得 学 生 不 容易 掌握 文中 的 解 题 方法 . 
例如 标准 答案 中 用 综合 几何 方法 寻找 并 且 画 出 
LSGF (可 以 参见 文 四 的 图 6), 使 SGF 等 于 
直线 4B 与 平面 SBC 所 成 的 角 , 这 要 求学 生 在 
探究 的 过 程 中 选择 适当 的 位 置 画 出 这 个 角 . 因 
为 FG 这 个 位 置 不 好 找 , 这 又 要 求学 生 有 很 好 的 
探索 能 力 . 因为 利用 AB 与 平面 $BC 很 难 直 接 
作出 这 个 线 面 角 , 并 且 利 用 CD 与 平面 $BC 也 
很 难 直 接 作 出 这 个 线 面 角 , 这 样 想 就 地 取材 、 轻 
而 易 举 作出 这 个 线 面 角 几 乎 不 可 能 . 至 此 很 多 
学 生 想 用 向 量 法 求解 , 但 是 从 标准 答案 给 出 的 向 
量 法 来 看 , 向 量 法 可 能 更 难 ( 对 那些 喜欢 在 常态 
下 建立 空间 直角 坐标 系 的 学 生来 说 ). 

笔者 认为 , 如 果 不 用 互相 垂直 的 三 个 单位 向 
量 作为 基 向 量 , 那么 , 解 题 操 作 简 单 , 不 篆 要 作 辅 
助 线 , 其 方法 是 : 把 不 共 面 的 三 条 线段 所 代表 的 
向 量 作 为 基 向 量 , 然后 求解 . 以 下 给 出 两 种 方法 . 


方法 一 : 四 娶 3、 DC、OB 作为 基底 , 令 
万 3 = 他 , DC=b b， CB = 2©, 


4D BIB = de QD 

由 4 二 5B = (7 一 已 +2) ， 化 简 得 

AC. C20. p=9. So 四 

由 加 一 @ 得 区 .了 = 0, 结 合 @ 得 已 . 忆 = 
~- 所 以 万 $. 48 = 了 2 十 下 .六 一 2 了 .= 
0. 有 D35 .1 45 

KDE.SB=T.b -T+2T.T=0, 


“有 DS 1 5B, 从 而 SD 平面 $4B. 


_( 四 设 平面 SBC 的 法 向 量 为 元 一 2 .您 十 
yb 十 ZC, 由 区 -CB=0, 得 x 十 2z=0. 由 
n. 5B = 0, 得 2y 二 3z = 0. 取 z 二 2, 则 z = 
—4, y = —3, 则 元 = -4 已 一 37 十 2 亿 , 计算 
得 | 到 | = V21, 到 “BA4 一 6, 则 

7T.BA Val 


区 ,BA) = 一 一 = 二 一 ,所 
cos( ) Ez 7 所 以 
AB 与 平面 $BC 所 成 角 为 arcsin wr 
方法 二 : (中 取 D3、5B、BC 作为 基底 , 依 题 
意 有 5 = 5B + BC, DC = DS$+5B+BC, 
AB = 2DC, 43 = AB + BS =2D3+5B+ 
2BC. 和 BC. DC = 0 得 BC- DE+BC.5B SB+ 
BC =0, 则 BC .DS + BC.5B -= -BC = 
_4. 由 DC = 可 得 (D3+5B+BC) = 
1, 再 利用 5B = 4, 化 简 可 得 DS.5B=0 所 
以 DSL SB. 
由 2 -4 得 (2D3 + 5B+2BC) =4, 


化 简 可 得 BC .万 3 = 一 1. 
则 D3.43 = D3- (2D3 +5B +28c) - 
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2D3 + 5B.DS+2BC.DS-2+0-2=0, 
所 以 DS 上 45S, 从 而 SD 1 平面 $4AB. 

(了 由 个 知 DS 上 4 则 DS 1 CD, 又 
CD= SD=1, 所 以 SC=V3, 由 SC =5B+ 
5c, 和 = (3B+ BC) ,化 简 得 5EB. 


S| 
9 


归于 而 9BC 的 法 癌 是 为 元 RT =. D3+Yy- 
SB+z: BC, 由 允 ， 5 总 = 0 得 
z -万 2 . SB +y-: SB +z.BG.58=0, 
化 简 得 4y 一 3z = 0. 由 克 .BC = 0, 得 
z .万 5 BC +y. SB. BC + z- BC =0, 
化 简 得 一 x 一 3y 十 4z = 0. 取 z 二 4, 可 得 
y=3,2=7, 则 人 却 =7D3+435B +4BC, 
计算 可 得 | 元 | = V321, 丈 . AB = 6, 则 
_ R.AB V21 
cos(n,AB) = |-a 本 = 一， 
AB 与 平面 SBC 所 成 角 为 arcsin x 
者 作 一 些 常 用 的 辅助 线 以 后 ， 再 选取 向 量 的 
基底 解 题 , 则 方法 更 多 , 有 些 方法 更 简单 . 例如 
设 4B 的 中 点 为 B, 连结 3 已 、 万 已 (如 图 2), 那么 
有 很 多 好 方法 , 下 面 只 给 出 一 种 方法 . 
方法 取 万 3、5 忌 、 互 由 作为 基底 , 依 题 


|- =|53|=» 5SB| = v3 

SE .EB =0, 58 = 到 于 

DE = D9+ SE = CB. 由 世态 -OB — 
4, 4 得 (D3+38) = 4 即 记 3 +358 42D8. 
SE =4, 

化 简 得 D9. < SE =0, 所 以 D1 可 B 

又 DE L EB, 则 DE. EB = 0, 

m (D3+38). 万 B = 0, 结合 SE .BB 二 
0, 化 简 得 D3 .5B = 0， 所 以 DS 上 BB 故 
SD 1 平面 $AB. 

加 设 平面 SBC 的 法 向 量 为 殉 = z .万 3 + 
y'SEB+z.:EBB, 由 允 .'CB=0, 得 
(2 D3 +y.5B+z.BB).(DS+3E) =0, 

化 简 得 z 十 3 = 0. 由 驹 .5B =0, 得 
(2.D3+y.5B+z. EB).(SE+EB) =0, 

化 简 得 3y + z 二 0. 取 y = -1, 可 得 x = 


| 


所 以 


3,z 二 3, 则 确 二 3D3 一 5 及 +3B, 计算 可 得 
[|= Val, .EB = 3 
一 一 人 E - 全 
(BB) = 丈 
[zB 
2 


AAB 与 平面 $BC 所 成 角 为 arcsin a 
S 


， 所 以 


妈 E | B. 
和 2 

方法 三 由 于 作 了 辅助 绕 SB 使 得 基底 万 3、 
SE. 户 在 本 质 上 成 为 正 交 基底 ， 因此 从 本 质 上 
吸纳 了 空间 直角 坐标 系 的 优点 , 也 回避 了 空间 直 
角 坐 标 系 的 不 足 , 因为 空间 直角 坐标 系 是 必须 先 
证 明 万 3、5 肪 .瑟瑟 两 两 互相 垂直 , 并 且 相 应 的 三 
直线 必须 共 点 , 然后 才能 建 系 . 这 里 利用 非 坐 标 . 
向 量 的 自由 性 可 以 抛 开 这 些 严格 的 限制 , 先行 动 
后 挖掘 并 利用 其 优点 ; 同时 其 单位 长 度 的 选择 也 
是 自由 的 , 不 必 像 空间 直角 坐标 系 那么 严格 , 使 
得 我 们 可 以 扬长 避 短 地 高 效 解 题 . 

显然 对 于 用 非 坐标 向 量 法 解 题 , 有 人 喜欢 也 
有 人 不 喜欢 , 但 是 从 文 熙 和 文 四 来 看 , 例 1 用 综 
合 几 何 的 方法 求解 第 (TD) 小 题 不 难 , 第 (IT) 小 题 较 
难 ; 而 用 坐标 向 量 法 求解 , 因为 不 便于 建 系 , 两 小 
题 都 较 难 .高 中 《数学 课程 标准 》 要 求 我 们 : 在 
教学 时 鼓励 学 生灵 活 选择 运用 向 量 方法 和 综合 
方法 , 从 不 同 角 度 解 决 立体 几何 问题 . 所 以 笔者 
尝试 把 图 1 旋转 180°, 使 图 形 上 下 易 位 以 后 再 求 
解 (参见 图 3). 基本 策略 是 第 (DT) 小 题 用 综合 几何 
的 方法 求解 , 第 (I) 小 题 用 坐标 向 量 法 求解 或 用 
综合 几何 的 方法 求解 . 总 体感 觉 是 第 (T) 小 题 稍 
微 降 了 点 难度 , 第 (了) 小 题 不 论 用 哪 种 方法 求解 ， 
难度 都 有 降低 . 主要 是 旋转 以 后 的 图 像 在 观看 、 
想象 和 构建 的 综合 作用 下 , 使 直觉 与 思维 能 较 好 
地 同化 或 顺应 ; 旋转 以 后 的 图 形 能 够 较 好 地 在 原 
有 视觉 意象 与 现 有 视觉 对 象 之 间 搭 起 有 效 沟通 
的 桥梁 ; 从 而 在 视觉 上 能 较 好 地 支持 直觉 思维 ， 


使 几何 直观 能 力 能 顺利 推进 , 空间 想象 能 力 和 他 
(下 特 第 5-49 页 ) 


2012 年 第 5 期 


数学 教学 


-3 


对 一 道 竞赛 题 的 变 式 探 究 


243000 安徽 省 马鞍 山 市 成 功 中 学 汪 宗 兴 


2011 年 第 七 届 北 方 数 学 奥林匹克 邀请 赛 试 
着 (第 二 天 ) 第 六 题 的 题目 如 下 : 
如 图 1， 过 点 了 引 、O 的 切线 PA 和 割 线 
PBO, 4D 1 PO, 垂 足 为 点 万 . 
求证 : 4C 是 人 4BD 外 接 圆 的 切线 . 
于 





图 1 


【试题 分 析 】 

本 题 是 一 道 高 中 数学 竞赛 第 二 试 的 试题 , 初 
看 此 题 , 它 表 现 出 的 “简约 美 ?就 深 深 地 吸引 了 笔 
者 , 深刻 研究 后 发 现 其 内 涵 十 分 丰富 , 前 后 鲜明 
的 对 比 不 禁 让 笔者 感慨 , 命题 专家 的 灵感 与 智慧 
真是 攻心 独 运 。 此 类 竞赛 试题 应 是 教师 开展 教 
学 研究 的 宝贵 资源 , 深入 研究 , 才能 仔细 体会 试 
题 的 命题 意图 、 命题 技巧 与 创新 特色 .充分 运用 
这 些 试题 , 对 拓展 学 生 , 尤其 是 优秀 生 的 视 域 .分 
术 与 解决 问题 的 能 力 和 探究 能 力 都 很 有 好 处 . 

本 文 则 在 展示 笔者 思考 的 前 后 历程 , 以 教师 
的 身份 谈 谈 如 何 找到 解 题 的 “切入 点 ”, 如 何 进行 
方法 的 变 式 、 优化 解 题 的 过 程 , 如 何 进行 图 形 的 
变 式 .题目 的 变 式 , 在 解 题 中 学 会 “怎样 解 古 ”, 开 
发 和 挖 拨 题 目的 丰富 内 滔 , 在 “火热 的 思考 ”中 体 
会 数学 “冰冷 的 美丽 ”! 

【教师 思考 】 

1. 初始 思考 未 启发 

题目 文字 表述 简洁 , 条 件 简单 , 凭 解 题 经 验 
判断 这 样 的 题 并 不 易 “ 入 手 ”. 我 国 著名 数学 家 华 
罗 庚 说 :“ 疼 于 ' 退 ', 足够 地 ' 退 ', 退 到 最 原始 而 不 
失去 重要 性 的 地 方 , 是 学 好 数学 的 一 个 诀 窃 P 受 
其 启发 , 笔者 决定 从 “ 制 线 PBC 过 圆心 O” 这 一 
特殊 情形 入 手 , 根据 射影 定理 的 基本 图 形 “ 双 垂 


图 * 知 ZCAD = 4BD, 易 证 结论 成 立 ; 另外 ， 
此 时 A 人 ABD 的 外 接 圆 直径 是 4B, BC 是 @ 〇 O 的 
直径 , 故 ZCAB = 90°, 得 C4 是 八 A4BD 外接 图 
的 切线 . 

2. 操作 确认 释疑 惑 

上 述 尝 试 未 能 给 笔者 带 来 “灵感 ", 一 般 情形 
下 , 结论 是 否 成 立 呢 ? 笔者 尝试 分 析 法 , 从 结论 入 
手 , 即将 “4C 是 AA4BD 外 接 圆 的 切线 *, 看 作 “ 条 
件 ” 进 行 逆向 推理 ， 显 然 4DD 是 八 4BD 外 接 圆 
的 弦 , 则 ZC4 关 应 是 弦 切 角 , 由 弦 切 角 定 理 知 
ZCAD = LABD; 反之 若 人 LCOAD = 人 ABD， 
AC 是 人 人 ABD 外接 圆 的 切线 于 是 问题 化 归 为 
证 明 LCAD = LABD. 笔者 利用 几何 画板 度量 
角度 功能 分 别 测 得 LCAD、 人 人 ABD 的 度数 , 发 
现 CLC4D = LABD. 操作 确认 , 打消 了 笔者 怀 
疑 的 念头 ! 但 笔者 仍 没 有 找到 可 行 的 方法 . 

3. 峰回路转 终 成 功 

笔者 尝试 证 明 人 LCAD = LA4BD 失败 之 后 ， 
又 回 到 最 原始 的 方法 上 , 依据 切线 的 判定 定理 ， 
证 明 C4 与 A4BD 外 接 圆 的 半径 垂直 .如 图 2， 
设 和 人 4BD 的 外 接 圆 与 PO 交 于 ,因为 和 PD4 
二 90°, 则 .AE 为 其 直径 , 得 <4BE = 90°, 因此 
证 Ch 是 人 4BD 外 接 圆 的 切线 , 只 要 证 CAE 
二 90°, 考虑 到 ~P4O=90e, 故 只 各 证 明 人 PAE 
= LCAO. 





下 面 围绕 这 一 思路 展开 , 借助 所 学 知识 将 涉 
及 的 角 不 斯 转化 , 可 能 会 找到 “出 路 ". 作 @O 直 
径 A4F, 连结 B, 延长 A4D 交 OO 于 点 4, 连结 
忆 4'、EA', 由 轴 对 称 性 质 知 PAE = 人 PA’E, 
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连结 4F, 则 LCA2hO = LCALh'F. 因为 LA4BE = 
90°, ZAAM'F = 90°, 所 以 LABC + LPBE 
90°, ZAAM'C + LCA'F = 90°., 又 ZABC 
244'C， 由 等 角 的 余 角 相等 ， 得 CPP 
LCAh'F, 故 LCAhO = LPBE. 

理论 上 , LPA'E = LPBE, 故 P、EB、B、 A 
四 点 应 该 能 够 共 圆 . 

AP 有 = ZEBD + LEDB = 90°+ 
LABD + LEDB,ZPA'B = ALA’AB, 

“. LPEB + LPA’B = 90° + ZABD+ 
ZEDB + AA’'AB = 180°. 

点 P、E、B、4!' 四 点 共 圆 . 

“. LPA'E = LPBE. 

”LZPAEB = LCAO, 问题 终 获 解决 ! 

笔者 想 出 此 法 时 , 激动 之 情 洲 于 言 表 , 因为 
此 解法 具有 “自主 知识 产权 ”, 它 不 是 复制 答案 而 
来 . 面 对 竞 赛 题 , 老师 在 考场 上 做 也 未 必 能 轻易 
胜 过 学 生 的 智慧 . 高 兴 之 余 , 笔者 总 感觉 此 法 辅 
助 线 太 多 , 而 且 角 度 转 化 过 于 频繁 , 此 法 能 否 简 
化 ? 很 快 发 现 , 在 证 明 -~C4O = ZLPBE 时 , 走 
了 "弯路 ”, 因为 ABE+ 人 LABF = 90° 二 90° = 
180°, 所 以 LPBE = LCBF = LCAO. 解 题 
长 度 大 大 缩短 ! 正如 波 利 亚 所 说 :“ 解 题 , 如 同 在 
黑暗 中 走 进 一 间 陌 生 的 房间 . 回顾 , 则 好 像 打开 
了 电灯 . 这 时 一 切 都 清楚 了 : 在 以 前 的 探索 中 ， 
哪 几 步 走 错 了 , 哪 几 步 不 必要 , 应 当 怎 样 走 ,等 
等 . 膀胱 变 成 了 自觉 . ” 

上 述 方法 强化 了 和 角 的 作用 , 线段 的 作用 发 挥 
不 够 ! 

【方法 变 式 】 

有 无 更 好 的 解决 方法 ? 由 条 件 , 根据 切割 线 
定理 ,射影 定理 容易 得 出 B、D、O、C 四 点 共 圆 ， 
因此 尝试 使 用 “ 正 推 法 "， 充分 发 挥 线段 的 作用 ， 
得 证 法 2. 

证 法 2: 如 图 3, 连结 OA、OC、CD, 则 04 = 
OC. . 

"… P4 是 @O 的 切线 ， 4 是 切 点 ， PDBC 是 


GO 的 割 线 ， 

“. OA 1 Ph,PA? = PB.:PC. 

* AD 1 PO, 

“. PA? = PD. PO,OA4?* = OD. PO( 射 
影 定理 )， 
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, PB.PC = PD.PO,O0C0C?= DD.PO. 


. B.D O、 5 四 避 夫 加 如 图 3 所 示 , 且 
PB_PO Ooc_- 


PD Po'OD 66: 





APBDomeAPOC, APOCo ACOD， 
. APBDw ACOD. 


PD _ BD 
.LPDB = LCDO, 地 = 5 


“. ZADB = LCDA, PD.0D = CD.BD. 
+ AD? = PD .OD. 
". AD? = 0D. BD. 

. AD _ BD 


”CD AD’ 

… AABDw ACAD. 

“. ZABD = LCAD. 

… AC 是 和 人 ABD 外接 问 的 切线 . 

证 法 2 主要 利用 边 之 间 的 数量 关系 进行 推 
理 , 与 证 法 1 符合 “广义 对 称 ”， 此 法 开拓 了 新 的 
视野 , 而 且 获 得 了 更 多 的 结论 ! 如 LPDB = 
ZCDO, 4AD? = CD . BD, 进而 可 编制 出 更 多 
的 试题 (参见 题目 变 式 )， 如 图 4 所 示 , 综合 前 两 
种 方法 , 不 难 发 现 人 4BDco 人 CBE, 能 否 通 过 
顺 推 人 4BDco 和 人 CBE, 得 出 结论 呢 ? 





证 法 3: 如 图 4, 延长 4D 交 OO 于 点 怠 , 连结 
DPE、.BE.CE. 

由 圆 的 对 称 性 易 知 PB 是 QO 的 切线 . 由 切 
线 长 定理 得 PA = PE. 因为 4D 上 PO, 由 垂 
径 定理 得 4D = DE = 34E. 由 弦 切 角 定理 得 
<PAB = LPCA, PEB = LPCE. 

.. APABw APCA,APEBw APCE. 


”EC CA’PC OE: 
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时 APB 一 EB 
“CA OE: . 
4 .CE = CA. EBB. (*) 
由 托 勒 密 定 理 得 
AE.BC= AB.CE+CA.EB. 
册 垂 径 定 理 得 4 万 = 24D. 
24D.BC =2AB.CE, 
.. AD. BC = AB.CE. 
. AD = AB 
“CE BC 
又 LBAD = ZBOCE, 
“. AABDce ACBE, 
.. LABD = ACBE. 
” ZOCOBE = ACAD. 
“ LCAD = LABD. 


同 证 法 2 类 似 , 此 种 证 明 方 法 亦 侧 重 利用 边 


之 间 的 数量 关系 . 由 于 AB .CE = CAh.EB, 根 


下 : 
由 托 勤 密 定理 和 垂 径 定 理 得 
AE.BC= AB.CE+CA.EB, 而 4AE = 
24D, 
“. 2AD. BC = 2CA.EB, 
.. AD. BOC=0OA.EB. 
AD _ CA 
”EB BO 
XLCAD= ACBE, 
“. AADCw ABEC. 
受 前 面 两 种 证 法 的 启发 , 笔者 又 想 出 方法 1 
的 两 种 “简化 版 通俗 易 懂 ! 
证 法 4: 如 图 5, 连结 OA4. 





_ 
所 


… P4 是 OO 的 切线 ， 4 是 切 点 ，PBC 是 


CO 的 割 线 ， 
“. OA L PA,PA? 
‘* AD 1 PO, 
-“. PA? 一 PD. PO (射影 定理 )， 


= PB.PC. 
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“. PB .PC = PD.PO. 
“BB、D、O、C 四 点 共 圆 , 四 边 形 BDOC 的 
外 接 圆 如 图 5 所 示 . 
作 人 和信 4BD 的 外 接 圆 O', 交 PO 于 点 已, 连 
结 E4、EB.O0B、OC. 
“AD 上 PO, .. BA 是 OO' 的 直径 . 
由 04 = 0B = 00, 得 L0hB = LO0BA， 
ZOBGC = ZO0CB, LO4C = Z0C4. 
~ LEAB = /AEDB,AEDB = /OCB. 
". LEAB = -0OCB = ZLOBC. 
» ZBAC + LABC + LBCA = 180°, 
“. LOAC + LOAB + LOBA+ LOBC + 
LOCB + LOCA = 180°, 
即 2LOAB +2ZEAB + 2Z0AC = 180°. 
“. LOAB + ZEAB + ZOAC = 90°, 即 
LEAC = 90°. . 
AC 是 和 人 4BD 外 接 圆 的 切线 
证 法 5: 如 图 5, 连结 D4、.OC, 作 八 4BD 的 
外 接 圆 OO’' 交 PD 于 点 BE. 
`“ PA 是 OO 的 切线 ， 
“. PA? = PB. PC. 
由 射影 定理 可 得 P42 = PD. PO, 
… PB. PC = PD. PO, 
. PD _PB 
”PC PO’: 
‘, ZPDB = LOCB = ZEAB. 


“PA4 是 QO 的 切线 ， 
“. LZPAB = ZACB, 
“. LZPAB -ZEAB = LACB — LOOCB. 
“, LZPAE = LACO = ZO0AC. 
… LPAE + LEAO = LPAO = 90°, 
“, LOAC + ZEAO = 90°, 即 LEAC = 
90。， 
故 AC 是 人 和 俯 A4BD 外 接 圆 的 切线 . 
笔者 在 网 络 上 发 现 如 下 十 分 简洁 的 做 法 : 
证 法 6: 如 图 6, 延长 AD 交 QO 于 ,连结 
PE、 BE、CE. 则 4BEC 是 调和 四 边 形 , 4AB - 
EC = AC. BE. 





5-40 
根据 托 勒 密 定理 得 AB .EC + AC :BE= 
AE. BO, AD = DE. 
， AD _ AB 
“AD. BC= AB.EC, Wm = $e 
xLBAE = LBCE, 
“. AABDw ACBE,. 
“. LABD = ZCBE = /CAD. 
.. AC 是 人 ABD 外 接 贺 的 切线 . 
证 法 中 涉及 “调和 四 边 形 ”, 什么 是 调和 四 边 


形 ? 它 有 什么 性 质 ? 如 何 证 明 这 些 性 质 ? 这 成 为 ， 


笔者 思考 的 又 一 重要 问题 . 笔者 借助 网 络 , 得 知 : 
对 边 乘 积 相等 的 较 内 接 四 边 形 叫做 调和 四 边 形 . 
过 圆 外 一 点 引 圆 的 两 条 切线 与 一 条 割 线 , 与 圆 所 
交 四 点 形成 的 凸 四 边 形 为 调和 四 边 形 , 理由 参见 
证 法 3 中 (*) 部 分 . 限于 篇 幅 , 调和 四 边 形 的 性 质 
留 给 感 兴趣 的 读者 思考 ! 


本 题 除了 在 方法 上 的 变 式 , 还 可 以 在 原 题 的 


基础 之 上 , 改编 为 如 下 试题 : 
【题目 变 式 】 
题 1 如 图 7, 过 点 P 引 QO 的 切线 PA 和 制 
线 PBO,AD 上 PO, 垂 足 为 点 DD. 
求证 : ZPDB = LODOCO. 


(上 接 第 5-1 页 ). 
刻 计算 所 得 的 下 落 速 度 与 理论 速度 的 比较 情况 . 
表 3 

时 间 ( 秒 ) | 理论 速度 | 近似 速度 | 近似 速度 
| HN A .01 | 人 全 0001 
918. 
2 
7 





8.4753023 | 8.4625628 
2 | 

3 |13.58632 13.587138 
13.896841 | 13.899859 
5 |13.974491 

6 

7 


1 
13.99370 
1 
1 


13.994009 | 13.993736 


7 


1 

5 
5.998447 
13.999617|13.999643| 13.99963 | 
[9 | 


结论 : 当 At 越 小 时 , 近似 计算 所 得 速度 与 理 
论 速 度 误差 越 小 ; 当 t 越 大 (下 落 时 间 越 长 ) 时 , 近 
似 计算 所 得 速度 与 理论 速度 也 越 接近 

计算 数学 是 现代 数学 的 一 个 重要 内 容 ， 由 


数学 教学 


2012 年 第 5 期 
题 2 如 图 7, 过 点 P 引 QO 的 切线 P44 和 制 
线 PBC,AD 1 PO, 垂 足 为 点 D. 求证 : AD? = 
OCD.BD. 
题 3 如 图 8, 过 点 局 引 QO 的 切线 PA 和 制 
线 PBC、PEF,AD 上 PO, 垂 足 为 点 D. 求证 : 
LBDE = LCDF. 
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当 回 首 思 考证 明 此 题 的 心路 历程 , 从 最 初 的 
无 从 入 手 到 现在 的 从 容 解决 , 过 程 曲 折 , 但 收获 
颇 丰 ! “解决 此 题 的 关键 在 哪里 重要 的 困难 是 
什么 ? 什么 地 方 笔者 可 以 完成 得 更 好 些 ? 为 什 
么 没有 觉察 到 这 一 点 ? 要 看 出 这 一 点 必须 具备 
哪些 知识 ?应 该 从 什么 角度 去 考虑 ?这 里 有 没 
有 值得 学 习 的 诀窍 可 供 下 次 过 到 类 似 问题 时 应 
用 ?” 波 利 亚 的 话 时 刻 在 笔者 的 耳 边 回响 

参考 文献: z 

吓 [ 阐 G. 波 利 亚 ， 怎 样 解 题 [MJ. 上 海 : 上 
海 科技 教育 出 版 社 , 2007. 

2] 顾 冷 沅 , 黄 荣 金 , 费 兰 伦 斯 . 马 顿 . 变 式 教 
学 : 促进 有 效 的 数学 学 习 的 中 国 方式 [J]. 云南 教 
育 : 中 学 教师 , 2007(3): 3--6. 


于 计算 机 的 出 现 , 我 们 可 以 通过 数学 实验 , 数值 
分 析 , 计算 机 模拟 来 发 现 、 验证 、 求解 问题 . 因 
此 , 计算 机 时 代 有 时 需要 一 种 “ 算 ” 的 角度 来 看 待 
问题 . 计算 在 今天 成 为 与 理论 和 实验 并 列 的 三 

大 重要 科学 研究 方法 之 一 , 计算 是 数学 教育 中 继 
欧 氏 几何 、 微 积分 、 纯粹 数学 之 后 的 第 四 个 里 程 
碑 叫 . 现在 我 国 的 中 学 数学 教育 几乎 不 涉及 计算 
数学 , 即便 有 算法 课程 但 没有 实践 要 求 , 这 是 非 
常 遗憾 的 . 所 以 介绍 这 一 问题 的 实验 计算 解法 ， 


目的 是 希望 我 们 教师 在 平时 的 教学 中 重视 学 生 


的 "计算 ”思想 , 而 不 是 为 了 高 考 在 课堂 中 只 强调 
以 求证 的 模式 做 题 . 

参考 文献 

[1 地 策 闪 . 黄 兴 丰 编译 . 为 什么 在 学 校 我 们 
要 教 这 样 的 数学 品 - 数学 教学 , 2011(7): 1~4. 
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第 9 题 为 : 

已 知 实数 2、 人 2 满足 :2 之 yy 之 Zz,7X 十 Y 十 
zx 一 1 2 十 只 十 好 一 3. 求实 数 z 的 取 值 范围 

这 是 一 道 构 思 巧 妙 的 试题 . 本 文 将 从 代数 、 
几何 三角、 解析 等 几 个 方面 探究 此 题 的 解法 . 先 
对 x、Yy、Z 进行 如 下 变换 

令 久 二 一 六 十 工 ,一 一 5 十 

容易 验证 

4 十 十 万 二 1, 外 十 如 十 Ww2 二 1， 

且 Z 之 Y 之 Zz 等 价 于 w 之 wv 之 由、 问题 转化 
为 求实 数 久 的 取 值 范围 . 

“1. 代数 法 

由 Vv 十 包 二 1 一 wv2 十 w= 二 1 一 tw, 得 

2vw = (V+ Ww) (+w) = (1 — vu) — 
(1 — vw) = 2u2 一 2, 故 wao 一 22 一 了. 

从 而 多 岂 是 关于 s 的 一 元 二 次 方程 s%? 十 (w 一 
1)s 十 22 一 勾 一 0 的 两 个 实数 根 . 

由 判别 式 

=(u—1)—4w—u)>0 

得 3w2 一 2u 一 1 0, 即 (3 十 1)(w 一 1) < 0, 故 
-3 <u<l. 


又 因为 > 记 故 v = 3(1 一 w+VA),w = 
3(1— wu VA). 

再 由 之 v 得 必 之 1 wt VE) 
故 3w 一 1> VA, a> 1, (9u ij >A. 
从 而 3w2 一 2w 之 0, 故 岂 过 0 或 之 3. 

综 上 可 知 , 3 < u< 1, 从 而 1<z< 3. 

2. 几何 法 

先 证 明 一 个 结论 : 


引 理 ” 设 人 XY2GZ 是 等 腰 三 角形 ， 且 7 一 及 2 
一 ?YYG 三 和 过 点 2 作 关 YY 的 重 线 , 三 足 为 点 


6 


2 
U, 则 XU = n— 。 
27 


证 明 : 过 点 元 作 了 2 的 垂 线 , 垂 足 为 点 V, 则 


m2 
n2——. 


XV = 了 
如 图 1, AXY2Z 的 面积 为 





2 
从 而 XU = 2 一人 (mm 
。 人 


27 

在 三 维 空间 的 直角 坐标 系 O 一 wvw 中 , 公 十 
v 十 ww 二 1 表示 由 三 点 4(1,0,0)、B(0,1,0)、 
C(0,0,1) 所 确定 的 一 个 平面 . ww 十 十 w2 = 二 1 
表示 以 原点 O(0,0,0) 为 球 心 , 以 1 为 半径 的 单位 
球面 人 OQAB、 人 OBC、AOCAh 均 是 等 采 直 和 角 
三 角形 , 且 O4 = 08B = 0C=1,4AB= BC = 
CA 二 V2, 从 而 A4BC 是 正三 角形 . 

记 上 述 平面 与 球面 相交 所 确定 的 辆 的 贺 心 
为 P, 则 总 PP 是 人 4BC 的 重心 , 且 圆 己 的 半径 为 


© 连结 点 C. 已 并 延长 , 与 贺 P 交 于 点 D. 连 
结 点 4. 忆 并 延长, 与 贺 忆 交 于 点 忆 . 

如 图 2、3, 圆周 上 满足 4 > 的 点 组 成 弧 
DAC, 满足 v 之 包 的 点 组 成 弧 4DBE.， 故 满 
尽 弘之 Vv 之 岂 的 点 组 成 弧 AD.， 过 点 D 品 作 O4 


之 
一 |- 中 | 证 毕 . 
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的 垂 线 , 垂 足 为 点 F, 则 OF < w < O4. 因为 >— -+ 
V1i— 2 /1 一 ?2 
APAD 是 正三 角形 , 故 4D = 2 
- Vi 
故 cos20 < C2 2w) ; 从 而 
1 C2 字 > sin? 9+ cos20=1. 
邯 w2 十 (1 一 > 1 一, 得 3w2. 一 2w 之 
0, 故 久之 5. 





Dy 
3 
在 人 OAD 中 , 04 = 0D =1,4AD= 
2 
利用 上 面 的 引 理 , 可 得 OF = 5 
因为 OF < wu< O04, 故 3 <u<l, 


从 而 1 < 2 < 3 

3. 三 角 法 

易 知 0 < 色 过 1， 当 人 = 工时 ,一 0 
0 当 < 1 时 , 令 v = V1 一 wsin0,w 
V] 一 vcosb, 其 中 0 <98 < 27. 


宙 忌 十 忌 十 也 一 1 得 
到 


“| 入 


sin 0 十 cos 0 = 一 一. 
1— wu? 

由 Vv 之 岂 得 Sin9 之 cos 0, 故 

2sin0 之 A 即 sinb > 本 

又 因为 (sinbg+ecosb)2 一世 一 外 - 


1 1 一 22 | 
。 i _ —aUu 
得 2sin0cos0 一 工艺 了 











cos0 一 0. 
由 久之 2 得 Sin4 所 


sin20 < | 





且 cos0 = 


综 上 可 知 3 < 4 < 从 而 1 < < 

4. 解 析 法 

由 久 十 2 十 急 二 1 十 十 w? 二 1, 得 

2 十 2020 十 2a0u = (4 二 9 二 ww — (w+ 
v2 十 2) 二 0, 故 Ww 十 2w 十 ww = 二 0. 

从 而 4%.v、 包 是 关于 t 的 一 元 三 次 方程 如 一 
2 一 wvw 二 0 的 三 个 实数 根 ， 

设 函 数 f(t) = 一 如 . 则 了 (4) = 3&2 一 2t. 
可 知 

当 t < 0 时 , f(t) > 0, f(t) 严格 单 增 ; 

当 0 <t< 了 时 ,了 区 < 0 f( 引 严格 单 减 

3t > 了 时 , f(t) > 0, 7 严格 六 
#0 一 0 处 取 极 大 值 0， 在 t= 3 处 取 极 


、 点 忆 的 从 村 


wl 


分 为 (9 0)、 中 人 





4 

因为 4、wv、 包 是 关于 t+ 的 方程 f(t) 一 ww = 
0 的 三 个 实数 根 , 即将 曲线 jb 沿 纵 轴 方向 向 上 
(或 向 下 ) 平移 |wow| 个 单位 后 , 所 得 曲线 与 横 轴 
交点 的 横 谷 标注 意 到 尺 宛 9 侯 , 且 人 UV、 世 
不 能 全 相等 , 即将 f(t) 平 移 后 得 到 的 曲线 与 模 轴 
至 少 有 2 个 交点 . 故 当 点 4 与 坐标 系 的 原点 重合 


2012 年 第 5 期 


数学 教学 


9—43 


一 道 角度 难题 的 八 种 解法 


430079 湖北 省 武汉 市 华中 师范 大 学 国家 数字 化 学 习 工 程 技术 研究 中 心 


网 上 曾 流 传 “世界 上 最 难 的 简单 几何 题 ", 很 
多 数学 爱好 者 对 之 提出 了 自己 的 解法 , 讨论 很 是 
热闹 , 有 兴趣 的 读者 可 以 在 网 上 搜索 . 这 种 几何 
题 不 太 常 见 , 因为 已 知 条 件 涉 及 大 量 的 角度 , 要 
求解 的 也 是 角度 .. | . 

笔者 经 过 一 段 时 间 资 料 的 查找 , 没 发 现 此 类 
问题 的 系统 论述 . 既然 没有 现成 资料 , 也 只 能 自 
己 收 集 整 理 了 . 这 道 题 和 相关 解答 收集 于 一 些 
英文 杂志 和 论坛 , 现 翻译 过 来 与 大 家 分 享 . 

如 图 1, ABC 中, A4B=AC, LBAC ==20°， 
ZDBC=60°, LECB=50°, 求 LBDB. 

解法 1: 易 得 BE = BC， 在 和 人 BED 和 


和信 BCD 中 利用 正弦 定理 , 设 人 EDB = 2 
sin(160° 一 Z) BD BD sin 80。 


sinz BE BO sin40°’ 
于 是 


sin(20° + £2) = 2 cos 40° sin x, 

sin 20 cos w+ cos 20° sinz 

= 2(cos 60° cos 20° + sin 60° sin 20°) sin x, 
解 得 x = 30?. 





时 入 取 到 最 大 值 . 此 时 v9 一 
即 忌 的 最 大 值 为 1, 如 图 4 所 示 . 


ww 二 0, 从 而 4% = 1， 





图 5 
同 理 , 当 点 妃 随 着 曲线 ( 沿 纵 轴 方 向 向 上 
平移 施 个 单位 至 模 轴 上 时 , w 取 到 最 小 值 . 平移 


袁 合 成 


评析 : 此 解法 无 需 添 加 辅助 线 , 但 三 角 函 数 
计算 有 一 点 小 技巧 


1 

解法 2: 如 图 2， 人 EDpyac 交 4 于 点 全， 
设 CF 交 BD 于 点 G, 则 人 BGC 和 人 DGF 是 等 
边 三 角形 ， 人 CEB 是 等 喇 三 角形 ， 所 以 BE = 
BC = BG, 连结 BG, 所 以 和 人 BEG 是 等 腰 三 角 
形 , LBGE = 80°, ZEGF = 40°, 而 LBFC = 
40°, 所 以 四 边 形 情 FDG 是 第 形 , LBDB = 30°. 

评析 : 点 五 的 添加 , 使 得 图 形 左 右 对 称 , 构造 
出 等 边 三 角形 . 


后 所 得 曲线 记 为 (上 点 的 时 为 (3 0). 此 
a =v 一 3, 从 而 w 3, 即 的 最 小 值 为 
3， 2 如 图 5 所 示 . 


综 上 可 知 3 < wsl 从 而 1<z< 了 3 

一 道 “好 ”的 题目 ， 应 当 具 有 一 定 的 挑战 性 ， 
但 又 不 超出 学 生 所 学 知识 范围 , 从 而 使 学 生 在 
探究 数学 问题 的 过 程 中 , 不 仅 能 够 加 深 对 有 关 概 
念 的 理解 , 巩固 所 学 知识 和 方法 , 并 加 以 灵活 运 
用 , 而 且 有 助 于 激发 对 数学 的 兴趣 , 开发 数学 的 
潜能 , 并 使 学 生 在 解决 问题 的 过 程 中 能 感受 数学 


的 奇妙 . 
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解法 3: 如 图 3, 作 DF/J/BC 交 AB 于 点 古 
BD 交 CF 于 点 G, 作 BH/CD 交 DF 于 点 有 
连结 HE、 EG. *. 人 GOB = 60°, BE = BC = 
CG, BH =°CD, LEBKH = LGCD = 20°, 
AEBHSQAGOCD. … LBHE = LCDG = 
40。 ZBHD = 80°, 而 LEHD = ZBHE = 
40°, 所 以 吾 是 ABD 玖 的 内 心 , LBDB = 30°. 

评析 : 点 及 的 添加 , 构造 出 平行 四 边 形 . 

及 及 





图 4 

解法 4: 如 图 4, 在 AC 上 取 点 使 得 LKBC 
二 20°,， 连结 KB、KE, BE = BC = BK, 
ZEBK = 60°*， 则 人 BBK 是 等 边 三 角形 ， 
A 玫 BC 是 等 腰 三 角形 , LBKC = 80°, LEKD 
= 40°，ZLBDK = 40°, A 人 了 天 万 是 等 腰 三 角 
形 ,， KD = KB = 及 B,， 人 人 KDE 是 等 腰 三 角 
形 , ZEDK = 70°, LEDB = 30°. 

评析 : 点 长 的 添加 如 神 来 之 笔 , 一 点 定 乾 坤 . 
构造 出 好 几 个 等 腰 、 等 边 三 角形 , 题目 变 得 异常 
简单 . 


A 





图 5 6 

解法 5: 如 图 5, 设 点 号 关于 CD 的 对 称 点 为 
及 ,连结 及 B、 HC、HD、HE, 则 人 ECH 是 等 边 
三 角形 . 而 BE = BO, 四 边 形 BC 有 HE 是 稳 形 ， 
EBD = DBH = 20°, 而 DE = DB, 所 
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以 B、 有 H、D、E 四 点 共 贺 , LEDB = 人 EHB = 
30°. 

评析 : 外 接 圆 的 添加 , 充分 利用 圆周 角 性 质 . 

解法 6: 如 图 6, 设 <4BC 的 角 平 分 线 交 AC 
于 点 T, 连结 EBT. 和 人 ETB ACTB, 人 EBBT = 
ACBT= 40°, ZETB= A0CTB= 60°, LETD 
二 60°, 故 TTD 平 分 人 人 ETB 中 LETB 的 外 和 角 . 

色 ZLEBD = 20°, ZEBT = 40°, 故 忆 站 平 
分 ZBBT, 所 以 吃 是 人 BTB 的 旁 心 ， BD 平分 
ZAET, LDEA = 50°, ZEDB = 30°. 

评析 : 充分 利用 角 平 分 线性 质 , 构造 旁 心 . 

解法 7: 如 图 7, 设 O 是 人 ACDEB 的 外 心 , 连 
结 OD、OE.OB.、O0C. -BOD = 2LECD = 
60?, 人 EOD 是 等 边 三 角形 . BD = OD, 此 时 
DD 在 BO 的 中 垂 线 上 . 

由 和 OBB 经 人 人 OCB, 得 LEBO = 人 LCBO 
二 40°. LEBD = 20°, 故 BD 平 分 EBO. 

由 ED = OD, BD = BD, ZEBD = 
ZLOBEB 可 知 , 若 已 不 在 瑟 O 中 垂 线 上 , 则 EE、B、 
O、 也 四 点 共 圆 , 而 人 人 BBO + 人 LEBDO = 40* 十 
60° 天 180°, 矛盾 , 因此 B 在 BO 中 垂 线 上 , DB 
平分 LEDO, LEDB = 30°. 
评析 : 充分 利用 角 平 分 线 和 中 垂 线性 质 . 

A A 





解法 8: 如 图 8, 设 点 C 关 于 4B 的 对 称 点 为 
点 五 , 点 如 关于 4C 的 对 称 点 为 点 G, 连结 AF、 
AG、FG、FB、FE、DG, 则 人 AFG 是 等 边 三 角 
形 ，ZLBFG = 20°, FE 平分 LA4FG; 而 Dh = 
DB = DG, 则 DD 在 4G 中 垂 线 上 . 根据 等 边 
三 角形 三 线 合 一 , 下 、 忆 .DD 三 点 共 线 , ZEDB = 
ZFEB -~ ZEBD = 30°. 

评析 : 利用 对 称 , 构造 等 边 三 角形 . 

笔者 还 查找 到 另外 一 些 解法 , 当然 , 单纯 这 
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一 道 “ 钳 位 中 点 ”试题 的 改编 过 程 与 思考 
225264 江苏 省 扬州 市 江都 区 杨 庄 中 学 肖 世 兵 


原 是 ”如 图 1， 已 知 等 爵 直 角 三 角形 4BC 。 NG, 利用 三 角形 中 位 线 得 MN = 5BG， 再 证 
和 等 腰 直 角 三 角形 47 中 , LAED= 人 LA4CB RtAGCB 吕 2 RtAEAC, 得 BG = CE. 
= 90°, 点 D 在 4B 上, 连结 BC，M、N 分 别 为 方法 2: 如 图 3, 过 点 B 作 如 到 /AC 交 EM 延 
DB、EC 的 中 点 . 求证 MN = 2CE， 长 线 于 点 妃 , 连结 CH. 先 证 人 EDMsa 和 人 HBM， 
得 已 M 一 MH, 利用 三 角形 中 位 线 得 MN = 
3CH. 再 证 RtACBHee RtACAE, 得 CH -= 
Ep. 
所 谓 “ 错 位 中 点 ”问题 , 是 指 题 中 出 现 不 共 端 
点 的 两 条 线段 的 中 点 . 此 类 题 型 中 的 图 形 不 同 





图 1 


常见 解 题 思路 : 借助 中 点 构造 全 等 三 角形 ， 
从 而 形成 常见 的 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 
B 





图 3 


于 常见 的 三 角形 中 位 线 和 梯形 中 位 线 的 一 些 基 
本 图 形 , 所 以 常常 令 我 们 的 解 题 思 路 受阻 

“中 点 ”贯穿 初中 几何 教学 的 各 章节 , 在 初中 
几何 中 与 中 点 有 关 的 定理 、 图 形 俯 拾 皆 是 . 原 题 
缺乏 一 定 的 梯度 、 区 分 度 , 若 将 此 题 直接 用 于 数 
学 测试 中 考查 学 生 的 能 力 , 不 太 符合 课 改 的 要 求 ， 

方法 1: 如 图 2, 连结 DN 并 延长 交 AC 于 点 ”有 偏 难 之 嫌 . 为 了 充分 地 体现 “中 点 ”的 作用 , 更 
G, 连结 BG. 先 证 ABDNSGACGN, 得 DN = 好 地 考查 学 生 的 推理 能 力 , 探究 、 分 析 问 题 能 力 





八 种 解法 已 经 足够 让 我 们 感到 惊讶 了 , 刚 看 到 题 。 杂志 都 刊登 了 此 题 , 在 国外 的 一 些 论坛 上 也 有 讨 
目 时 , 哪里 想到 这 样 的 角度 问题 会 和 这 么 多 的 知 。 论 , 众人 拾 柴火 焰 高 , 各 种 巧 解 争奇斗艳 . 国内 
识 点 联系 在 一 起 呢 ? 的 很 多 中 学 数学 期 刊 也 开设 了 数学 问题 与 解答 


通过 这 个 例子 , 我们 发 现 此 类 角度 问题 , 要 。 生 上 作 六 家 参 忆 程度 不 够 笔者 铺 测 : 可 能 和 
反派 灿 轴 助 线 ,巧妙 构造 几何 图 形 要 么 利 月 二 。 娩 志 本 身 的 作法 也 有 关 , 因为 杂志 要 求 供 题 人 提 
J ' ”一 供 参 考 答案 , 并 在 下 一 期 刊登. 其 实 可 以 更 加 开 
角 函 数 计算 . 大 是 思路 不 对 , 也 确实 耗费 时 间 ，。 。。 放 , 璧 如 在 刊登 参考 答案 的 同时 , 也 刊登 其 他 人 


为 什么 这 道 题 有 这 么 多 巧妙 解法 呢 ? 除了 这 的 巧妙 解答 . 要 是 允许 提供 一 些 没有 参考 答案 的 
道 题 本 身 有 内 涵 之 外 , 很 重要 的 原因 是 国外 几 本 ”题目 , 相信 更 能 激 起 数学 爱好 者 挑战 的 激情 . 
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等 , 控 握 本题 的 数学 价值 , 笔者 对 原 题 做 了 一 些 
改编 的 尝试 . 

”改编 一 已 知 等 腰 直 角 三 角形 4BC 和 等 腰 
直角 三 角形 4ED 中 , LAED = 人 ACB = 90?， 
点 已 在 4B 上, 连结 BC，M、 轩 分 别 为 DB、 
五 C 的 中 点 . 
(1) 当 点 如 在 4B. 上 , 且 点 C 与 点 也 重合 时 ， 
如 图 4 所 示 . MN 与 EC 的 大 小 关系 是 


A C(D) 
图 4 
(2) 当 点 .DD 分别 在 4B、AC 上 , 且 点 C 与 
点 九 不 重合 时 , 如 图 5 所 示 . . 则 (1) 问 中 人 MN 与 
EC 的 大 小 关系 还 成 立 吗 ? 说 明理 由 . 
B 


M 
A D 
/| 
人 
A D OO A 
图 5 图 6 


(3) 在 (2) 的 条 件 上 , 将 Rt 人 人 AED 绕 点 4 逆 
时 针 旋 转 , 使 得 点 DD 落 在 4B 上 , 如 图 6 所 示 . 则 
(1) 问 中 MY 与 已 C 的 大 小 关系 还 成 立 吗 ? 说 明 
理由 ， 

解答 分 析 : (1) MN = 3EC; (2) 连结 BM， 
CM. 先 在 RtABBD 和 Rt 人 BCD 中 , 利用 “下 
角 三 角形 的 斜 边 上 的 中 线 等 于 斜 边 的 一 半 ” 说 明 
EM = MC = 5BD, 再 说 明 人 BMC = 90? 
(方法 1: 说 明 ZEMD = 2ZEBD, 人 人 CMD = 
2LCBD, 从 而 得 到 人 EMC = 2ZEBC = 90°. 
方法 2: 先 说 明 点 避 、 B、C、D 在 以 BD 为 直径 ， 
以 点 MX 为 圆心 的 圆 上 , 再 利用 圆周 角 定理 , 得 到 
LEMC = 2 人 BBC = 90°), 得 到 MN = 38C; 
(3) 同 原 题 的 解答 方法 . 

改编 意图 : 原 题 是 以 两 个 等 腰 直 角 三 角形 为 


C 
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主体 的 静态 构图 , 研究 发 现 当 等 腰 直 角 三 角形 
ABC 处 于 一 些 特殊 位 置 时 , MN = LCE 的 结 
论 仍然 成 立 . 为 了 体现 < 试题 设计 要 有 区 分 度 "的 
原则 , 笔者 采用 了 多 问 的 形式 , 为 学 生 合理 地 拱 
建 探究 的 “梯子 ", 激发 学 生 的 探究 欲望 , 发 挥 斌 
题 对 促进 学 习 的 引导 价值 . 改编 后 的 试题 , 采用 
了 位 似 变换 和 旋转 变换 的 运动 方式 , 由 特殊 到 一 
般 , 体现 了 知识 间 的 联系 ，(1) 间 采 用 填空 形式 ， 
注重 猜想 , 减少 说 理 过 程 , 降低 难度 . 位 似 变换 后 
的 (2) 问 是 苏 科 版 九 年 级 (上 ) 第 一 章 图 形 与 证 明 
(二 ) 复 习题 中 第 11 题 的 变 式 , (2) 问 源 于 教材 , 又 
高 于 教材 ， 旋 转变 换 后 的 (3) 问 , 对 学 生 的 几何 
能 力 提出 了 更 高 的 要 求 , 有 较 强 的 选拔 与 昧 别 功 
能 ， 改 编 后 的 试题 , 由 浅 入 深 , 循序 渐进 , 较为 全 
面 地 考查 了 学 生 综合 运用 中 点 的 有 关 知 识 和 能 
力 .此 外 , 本 题 还 有 拓展 的 空间 , 也 可 以 探究 在 这 
一 变化 过 程 中 , MN 与 BC 的 位 置 关系 . 

改编 二 “在 正方 形 4BCD 和 正方 形 4BFG 
中 , 点 4、 也 、G 在 同一 直线 上 . 点 MM 是 CF 的 中 
点 ,点 是 BG 的 中 点 


CO 





(1) 如 图 7, 当 点 G 在 B4 的 延长 线 上 时 , 试 
说 明 MN = lpG. 

(2) 在 (1) 的 条 件 下 , 将 正方 形 A4EFG 绕 点 4 
旋转 , 使 得 点 G 落 在 边 4B 上 , 如 图 8 所 示 . (1) 
中 的 结论 还 成 立 吗 ? 说 明理 由 . 

解答 分 析 : (1) 略 ; (2) 方 法 1: 连 结 GM, 并 延 
长 交 BC 于 点 且 . 先 证 人 GMKFgB 人 HMO, 得 
出 GM = MH,GF = CHR; 再 在 人 人 GHB 中 利 
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用 中 位 线 说 明 MN = 了 刀 玉 ; 最 后 , 利用 线 自 和 
差 关 系 说 明 BG = BH. 方法 2: 连 结 FN, 并 延 
长 交 BC 于 点 用 . 先 证 AGNF2 人 BHN, 得 出 
FN 一 HN,GF = BH; 再 在 AFCH 中 利用 中 
位 线 说 明 MN = 3CH; 最 后 , 利用 线段 和 差 关 
系 说 明 BG = CH 
改编 意图 : 基于 正方 形 与 等 奈 直 角 三 角形 关 
系 的 考虑 , 笔者 将 原 题 中 的 等 腰 直 角 三 角形 变换 
为 正方 形 , 变化 后 的 题 、 图 , 呈现 了 另 一 番 景 象 ， 
别有一番 风味 . (1) 问 与 梯形 中 位 线 基本 图 形 联 
系 双 和 窗 , 难度 不 大 , 易于 解决 . (2) 问 可 以 一 题 多 
解 ， 符合 命题 设计 中 “解决 问题 方法 不 单一 ”的 
原则 , 与 原 题 相同 的 解 题 思 路 是 “借助 中 点 构造 
全 等 三 角形 , 从 而 形成 常见 的 三 角形 中 位 线 的 基 
本 图 形 ”, 但 创新 之 处 是 , 在 证 明 线 段 相等 时 , 不 
必用 到 二 次 全 等 ,可 利用 线段 的 和 差 关 系 即 可 
证 明 . 改 编 后 的 试题 ,以 两 个 正方 形 及 其 中 一 个 
正方 形 的 旋转 来 构造 问题 , 图 形 简洁 且 为 学 生效 
悉 , 不 会 使 学 生 因 “陌生 ?产生 旦 惧 心 理 , 整体 难 
度 低 于 改编 一 的 难度 , 体现 了 “四 基 ? 的 考查 目标 . 
改编 三 如 图 9，A4Bc 是 等 腰 三 角形 ， 
<ACB= 90°, 以 4C 为 边 作 矩形 ACDE, 对 角 
线 AD 与 BC 的 交点 为 N. 直线 4B 与 直线 ED 
- 相交 于 点 五 , 点 放 是 线段 BF 的 中 点 . 
(1) 如 图 9, 车 人 ABC 与 短 形 ACDEB 在 直线 
4C 的 同 侧 时 , 求证 : MN = EC. 
. B 





D 
图 9 图 10 
(2) 若 A4BC 与 矩形 4CD 万 在 直线 4C 的 
异 侧 时 , 在 图 10 中 , 根据 条 件 , 补 全 图 形 , 并 判断 
( 蕊 中 的 结论 还 成 立 吗 ? 说 明理 由 . 
解答 分 析 : (1) 连结 DM, 先 在 人 FDB 中 利 
用 “等 腰 三 角形 的 三 线 合 一 "说 明 MD 1 4B, 再 
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利用 “直角 三 角形 的 斜 边 上 的 中 线 等 于 斜 边 的 一 
半 说 明 MAN = =AD, 最 后 , 利用 "“ 先 形 的 对 角 


线 相等 " 即 4D = EC, 说 明 MN = BEC; (2) 
略 . 
改编 意图 : 联想 到 将 原 题 中 的 BD 延长 后 ,会 
得 到 一 个 矩形 , 且 BC 的 中 点 入 正好 是 此 矩形 对 
角 线 的 交点 .基于 这 样 的 联想 , 编制 了 一 道 以 
和 矩形 和 等 膀 直 和 角 三 角形 为 背景 的 “错位 中 点 ” 试 
题 ， 此 题 不 同 于 改编 二 的 借助 构造 中 位 线 基本 
图 形 解 决 问题 的 思路 , 而 是 重点 考查 了 利用 “等 
膜 二 角形 的 三 线 合 一 "、“ 直 角 三 角形 的 斜 边 上 的 
中 线 等 于 斜 边 的 一 半 ” 等 知识 综合 解决 问题 的 能 
力 , 也 体现 了 “错位 中 点 ”试题 的 另 一 解 题 思路 . 
(2) 问 设计 除了 考查 学 生 求同存异 , 探究 图 形变 
化 的 分 析 能 力 之 外 , 也 考查 学 生 对 几何 语言 的 运 
用 和 作 图 能 力 . 但 此 题 设 计 缺 乏 梯 度 , 一 旦 (1) 
间 受 阻 , 极 易 造 成 此 题 两 极 分 化 现象 , 即 要 么 满 
分 , 要 么 0 分 的 现象 , 从 而 导致 试题 缺乏 效 度 、 区 
分 度 . 
改编 感悟 : 受 时 间 、 精力 、 能 力 等 因素 限制 ， 
不 可 能 所 有 试题 都 是 命题 者 创造 性 地 编制 出 来 ， 
大 部 分 的 试题 来 源 于 对 已 有 试题 的 改编 .因而 , 改 
编 是 试题 命 制 常见 方法 之 一 . 如 何 改 编 试 题 呢 ? 
首先 , 要 选取 好 的 素材 ， 所 选 素 材 应 能 体现 


学 生 现 阶 段 掌握 的 基本 知识 , 基本 技能 , 基本 方 


法 等 

其 次 , 选择 合理 的 改编 试题 的 方法 .常见 改编 
试题 的 方法 有 : 

(1) 改变 试题 的 题 型. 如 改编 一 , 将 原先 的 单 
一 的 几何 证 明 , 改编 为 一 道 几何 综合 探究 题 . 改 
编 后 的 试题 , 有 利于 引导 学 生 学 会 思考 , 学 会 分 
析 问 题 , 对 于 复杂 、 陌生 的 难题 , 可 以 通过 特殊 化 
的 方法 (将 图 形 的 位 置 特殊 、 形状 特殊 ),，“ 退 到 
简单 的 .熟悉 的 问题 , 化 复杂 为 简单 ,化 陌生 为 熟 
悉 , 通过 寻求 变化 过 程 中 的 不 变 , 寻求 问题 的 突 
破 . 

(2) 改换 试题 的 情境 . 如 改编 二 , 将 原 题 的 等 
腰 直 角 三 角形 改换 为 正方 形 , 呈现 的 图 形 也 相应 
发 生 了 改变 , 变化 后 的 图 形 更 简洁 , 也 为 学 生 所 

(3) 转变 考查 的 目标 . 如 改编 三 , 由 平行 四 边 
(下 转 封 底 ) 
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妙用 不 等 式 交 < 


830002 新 疆 乌 鲁 木 齐 兵团 二 中 张 国 治 


我 们 熟知 , 若 用 akg 白糖 制 出 bkg 粮 溶液 , 则 
糖 的 质量 分 数 为 村 若 在 上 述 不 饱和 溶液 中 再 添 


加 kg 白糖 此 果糖 的 质量 分 数 为 二 到 2 二 组、 将 这 
个 事实 抽象 为 数学 问题 , 即 若 a、b、m ,e Rt, 且 
4 < b, 则 < 多 二 开 (*). 四 恰当 地 利用 此 不 等 
式 可 巧妙 地 证 明 一 些 较 复杂 的 不 等 式 , 下 面 举例 
说 明 此 不 等 式 的 应 用 . 

例 1 (人 教 社 选修 4-5 不 等 式 选 讲 P.28) 已 
知 a、 ,是 实数 求证 : ， 

[二 
Te < TT + TH 


l lat+o|) _ ， 
分 析 : 教科 书 中 是 采用 irlatol 1 
1 1 _ 


1 1 ol 
l1+lat+b| ~ 1l1+lal+lb| 1i+lal+|d| 
来 证 明 的 , 技巧 性 较 强 , 事实 上 , 利用 已 证 的 不 等 
式 (*) 便 有 如 下 简洁 的 证 法 . 
证 明 : … 0 入 |& 十 吉 忒 
= lal+ 0| 

由 不 等 式 (*) 得 

le 十 吕 

1 十 le 十 中 ” 

_ |oj 十 国 

1 十 |al 十 | 


la| 十 6), 
一 |a+b| 之 0. 


lg+b|+m 
1+|a+5b|+m 


2 
l1+laol+ldl 1+lel+|o| 

la al 

1+lal 1+|ol 

例 2 (2008 年 全 国 高 中 数学 联赛 山东 省 预 
赛 题 第 17 题 ) 知 Z > 0,y > 0,z > 0 且 zyz = 1， 


求证 :1< 一 一 十 一 -二 一 <2. 








ll+x 1+y 1l+z 
解 : 依 题 意 可 设 z = 8,y = 2,z = 4, (0、 
b.、 ce RT+), 则 
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Qa+mr 日 下 
1 1 1 CC b 
l+z2 i+y 1l+z arbtoret 
C a b Cc 
ota aitbite bricta' cratb 1 
另 一 方面 , 由 不 等 式 (*) 可 知 
a b C 
ai+b b+e ect.a . 
a+e b+a Cc 二 +b 一 9 
a+bi+e bi+c+a c+a+b ’ 
所 以 原 不 等 式 成 立 . 


例 3 已 知 数列 {an} 的 前 nr 项 和 为 $n, 且 对 
任意 的 所 人 ) On 总 是 元 与 Sn 的 等 差 中 项 . 

求证 : 一 二 十 二 十 … 十 让 < 2， 

解 : 由 是 意 可 知 2ov 一 一 勾 十 3, 故 2an-1 二 
nn 一 1 十 Sn-1, 两 式 相 减 得 2a" 一 2an -1 = 二 1 十 
Sn 一 Sn-1, 邯 an 一 20n-~1 十 ] (n 之 之 2), . n 十 
1 = 2 (an_1 十 1) (n > 2), 故 数列 {an + 让) 是 
以 2 为 公 比 al 十 1 为 首 项 的 等 比 数列 , 易 知 an = 





2" 一 1 二 == 一 ,由 不 等 式 (*) 可 知 
1__1 1+1 
Qn, 22 一 工 2 一 T 十 二 
9 1 包 一 二 
六 = (和 (n> 2), 
ll...r1 
as Qm 


例 4 (2009 年 山东 党 尖 才 理 科 守 20 加 等 
比 数列 {awn} 的 前 n% 项 各 为 5%, 已 知 对 任意 的 m E 
和 N*, 点 (2 Sn) 均 在 应 数 y 二 纺 十 7(b > 0 和 且 b 郑 
1,8、7 均 为 常数 ) 的 图 像 上 . 

(DD) 求 + 的 值 ; 


2012 年 第 5 期 
(I) 当 b = 2 时 , 记 bn, = 2(logz an 十 1) (2 < 
N*), 证 明 : 对 任意 的 n € NN*， 不 等 式 汪 二 


22 十 1 .... .如 二 1 、 /Ww 二 了 成 立 
b2 br, 


解 : (DD) 略 . (了 由 (DD) 知 an = (5 一 1)5*-!1, 当 
b 二 2 时 , 易 知 br = 2n, 故 要 证 的 不 等 式 为 

















2 4 27m 
记 4= 3.2..... 妃 土 1 由 不 1 
记 公 = 了 5 一 ,由 不 等 式 (#) 得 
2n 2n+ 1 27 十 工 27 十 了 2 
27 十 1] < 2 二 2， 引 27 > san 二 1 也 即 
4 6 27 十 2 
A~B=.2..... 
”> 3 5 on 二 1 故 
42 > AB 
-3.4.5.6....， 2n+1 2 十 2 
2 3 45 27n 2n 十 1 
一 如 十 二 
故 A 二 3.3.....22+1 ~、 /nili. 
2 4 27 


例 5 证 明 : 对 任意 的 2 E N*, 不 等 式 
12 十 1 十 1 22 二 2 二 1 32 二 3 十 1 


rr 


2 2 
证 明 : 原 不 等 式 等 价 于 了 十 二 .可 二 
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._ 3+3 .mt+tn ~、l1 

32 十 3 十 1 m2 十 人 2 十 1  e’ 
易 证 当 n = 1, nr = 2 时 , 不 等 式 成 立 . 
当 % 之 3 时 , 由 不 等 式 (*) 可 知 














n2—1 02 一 1 十 九 十 1 
nz ~ mtntl ' 
n+n nl1_n-l.nt+l 
n2 十 n 十 1 nm nn n 
故 当 nn 之 3 时 ， 
32+3 . 2+4 ..... n+n 
32 十 3 十 1 42 十 4 十 1 n2+n+1 
~»~2.4.3.5.....2—-1.nt+l 
3 3 4 4 n 7 
_2 n+l1_2 1 2 
~ 3 nn -3(+ ) >$ 
故 
12 十 1 ,2+2 .3+3..... 2- 十 也 
12 十 1-H 22 十 2 二 32 十 3-HL 2 十 了 十] 
1 十 1 .2+2 .2_8、8_1 
12 十 1 十 1 22-+2+1 3 21” 8e ee 
* 12+1 22 二 1 
人 对 任意 的 m > ~ TFT 322 二 1 
3< 十 1 n* 十 1 1 
32 十 3 十 1 丈 二 mn 十 > 成 立即 原 个 
等 式 成 立 . 
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辑 思 维 能 力也 能 同步 相互 推进 . 





图 3 


方法 四 : (1) 用 综合 几何 方法 求解 (参考 文 [1] 
或 文中 ) ( 略 ). 

(I) 以 5 为 原点 ， 以 SE 为 y 轴 , 以 SD 为 z 
轴 ， 如 图 3 建立 空间 直角 坐标 系 ， 则 D(0,0,1)、 
E(0, V3,0)、 B(1, V3,0). C(1,0,1),， 有 BE = 
(—1,0,0), SB = (i,V3,0), 5§C = (1,0,1). 
设 平面 $BC 的 法 向 最 为 宛 = 二 (x,y,z), 由 克 - 


SB=0—>7rz+V 有 y=0, 由 区 .5C = 0 一 
zx 十 z 二 0, 取 z= 一 3, 则 y= V3,z=3, 有 到 = 
(一 3, V3,3), 计算 可 得 | 区 | = V31, 友 .BE =3,， 
因此 





AB 与 平面 SBC 所 成 角 为 arcsin “a 
以 上 是 从 方法 和 图 形 两 方面 变换 视角 得 到 
的 一 点 体会 , 作为 抛砖引玉 , 请 读者 批评 指正 . 
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编 后 漫笔 


20 世 纪 以 来 , 随 着 科学 进步 , 使 得 工业 产品 
大 众 化 , 随 之 而 来 则 是 操作 的 “简单 化 "， 回想 当 
年 的 汽车 司机 , 几乎 是 一 个 汽车 工程 师 , 车 子 经 
常 出 状况 , 司机 不 得 不 亲自 修理 , 如 果 不 懂得 汽 
车 的 结构 和 原理 , 如 何 能 修好 ? 后 来 汽车 自动 化 
了 , 只 要 会 掌控 方向 盘 , 躁 刹 车 和 油门 , 就 能 轻松 
上 路 , 简单 化 了 ; 尤其 是 照相 机 进入 千家 万 户 后 ， 
干脆 以 "傻瓜 相机 ”为 招徕 ; 近来 风靡 世界 的 苹果 
iPad, 对 绝 大 多 数 使 用 少 来 说 , “傻瓜 化 ”的 程度 
更 上 层 楼 , 至 于 其 中 的 “过 程 >， 只 有 专业 人 员 才 
知道 . 

这 联想 到 数学 教育 . 20 世 纪 以 来 , 教育 普及 ， 
数学 课程 成 为 人 人 必修 的 科目 .“ 简 单 化 ?的 大 众 
数学 也 就 随 之 而 来 . 最 明显 的 是 平面 几何 课程 ， 
19 中流 ey 《几何 原本 》 为 
的 (人 二 把 平面 几何 建立 在 严守 人 加 
体系 之 上 . 随 着 大 众 数学 的 到 来 , 我 们 只 保留 了 
一 些 最 基本 的 结果 , 如 勾 股 定理 、 三 角形 全 等 、 
圆 的 性 质 等 等 , 至 于 其 来 源 , 不 再 轿 于 公理 化 体 
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形 的 对 和 角 线 互相 平分 , 联想 到 对 角 线 的 交点 是 对 
角 线 的 中 点 . 改编 后 的 试题 降低 了 难度 , 考查 的 


大 人 欢 化 和 “简单 化 ? 


张 莫 宙 ” 赵 小 和 平 


系 了 . 即便 具有 重大 文化 价值 的 平行 公理 , 也 只 
当做 "基本 事实 ”一带 而 过 . 总 之 , 知 其 然 即 可 , 并 
不 深究 其 所 以 然 . 


为 一 个 “简单 化 "事例 是 数学 课程 中 可 公 度 与 


不 可 公 度 论证 的 消失 ,大 家 都 知道 一 个 重要 结 
论 : 全 体 实 数 和 数 轴 上 的 点 一 一 对 应 ， 这 是 坐 
标 几 何 、 通 数 图 像 、 数 形 结合 方 法 等 一 系列 重大 
数学 课题 的 出 发 点 . 1950 年 代 的 教科 书 ， 就 有 
线段 的 可 公 度 (对 应 有 理 数 ) 和 不 可 公 度 (对 应 无 
理 数 ) 的 论证 过 程 . 到 了 21 世纪 , 就 只 剩 下 了 “ 结 
论 ” 本 身 , 至 于 论证 其 成 立 的 过 程 统统 删 去 了 . 

晚近 以 来 , 微 积分 进入 中 学 课堂 , 也 不 可 能 
原原本本 地 把 过 程 说 清楚 , 能 够 知道 求 导 公式 ， 
却 不 必 知 道 其 详细 推导 过 程 , 又 是 “傻瓜 化 ”一 例 . 

现 如 今 , 讲究 “过 程 性 ”目标 , 认为 凡事 不 但 
要 知 其 然 , 而 且 知 其 所 以 然 , 这 是 应 当 关注 的 一 
种 理想 . 只 是 随 着 数学 的 大 众 化 , 一 定 程度 的 
简单 化 "是 不 可 避免 的 ， 苏 步 青 先生 有 一 句 名 
言 :“ 中 小 学 教材 可 以 混 而 不 错 ”, 说 的 也 是 这 个 
道理 . 


了 学 生 对 基础 知识 的 综合 运用 能 力 , 体现 了 "在 
知识 的 衔接 处 的 能 力 立 意 ” 的 命题 思想 . 
当然 , 改编 的 方法 不 仅仅 是 以 上 方法 , 有 待 


内 容 都 是 学 生 初中 几何 中 重要 的 定理 性 质 , 凸显 。 大 家 的 进一步 交流 研究 , 补充 完善 . 
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